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نقاط مشتق ناپذیری

نقاط ناپیوستگی(1

نقاطی که تابع در آن ها پیوسته است و مشتق های چپ و راست نیز موجود می باشند ولی با یکدیگر نابرابر هستند(2

(از یک سمت یا هر دو سمت) نقاطی که تابع در آن ها پیوسته است و در آن ها مماس عمودی داریم(3

.یعنی در آن ها حداقل یکی از مشتق های چپ و راست نامتناهی است
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نقاط مشتق ناپذیری

را نقطۀ بازگشتی تابع    می گوییم هرگاه   در این نقطه :       نقاط بازگشتی (4

.  پیوسته و مشتق های راست و چپ در این نقطه یکی برابر         و دیگری        باشد

ر مورد در تخته های آینده د:)نمودار تابع در نقاط بازگشت به یکی از دو صورت زیر است 

.(این که نقاط بازگشتی در چه توابعی وجود دارد صحبت خواهم کرد
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.درون قدرمطلق ها، نقاط زاویه دار می باشند( ساده)ریشۀ مرتبۀ یک 

f را نقطۀ گوشه یا زاویه دار تابع    می گوییم، هرگااه    در ایان نقطاه :      نقاط گوشه یا زاویه دار ( 5

یاا در نقاط زاویه دار، یکی از مشتق هاای راسات. پیوسته و مشتق های راست و چپ در آن نابرابر باشند

ی یاا عطا  اگر هر دو بی نهایت باشند، نقطه زاویه دار نبوده، بلکه بازگشت.)چپ می تواند بی نهایت باشد

.( قائم است که بعداً مفصل در مورد آن صحبت خواهم کرد

x af
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یکی از سوالات متداولی که پیرامون نقاط زاویه دار مطرح می شود، زاویۀ بین نیم مماس

روش حل نیز بسیار ساده است، اگر شیب نیم مماس راست در نقطۀ زاویه دار      و . هاست

شیب نیم مماس چپ       باشد، زاویۀ بین دو نیم مماس       می تواند از فرمول

عد برای درک بهتر این موضوع به مثال مطرح شده در تختۀ ب. محاسبه شود

.توجه کنید

1m

2m( )
1 2

1 2

tan( )
1

m m

m m







نقاط مشتق ناپذیری



@samansalamian

1

1 1

1

lim1 2( ) (1)
1 2 (1) lim lim

1 1 lim

x

x x

x

x xf x f
y x x f

x x







 



   
       

  
( 1) 2

1

x x

x

  



زاویۀ بین نیم مماس هایی که در             بر نمودار تابع                                                         

رسم می شود، چند درجه است؟

:باید به سراغ شیب نیم مماس راست و چپ برویم 

.چون                      ، یعنی نیم مماس ها در             بر یکدیگر عمود هستند

رک نمودار این تابع در حوالی             را هم به فرم زیر برایتان رسم می کنم تا از این سوال د

.نموداری هم داشته باشید
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.درجه است90پس زاویه 
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بررسی مشتق در توابع چند ضابطه ای

.را به دست آوریمو      فرض کنید بخواهیم      . دقت کنیدبه تابع                  

!!!مسلماً برای این منظور، استفاده از تعری  مشتق وقت گیر است

.پس مجبور هستیم به سراغ فرمول های مشتق گیری برویم

آیا می توانیم به صورت زیر رفتار کنیم؟؟: اما سوال اینجاست 

:برای اطمینان به سراغ تعری  مشتق می رویم 
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بررسی مشتق در توابع چند ضابطه ای
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اما . هر دو مسیر به یک جواب رسیده استحال نتایج را مقایسه می کنیم، در مورد     

یعنی نمی توانیم از ضابطۀ             در تابع    با فرمول های.  این طور نیستدربارۀ      

به بیان دیگر                                                 . را قرار دهیمو سپس در آن       مشتق گیری، مشتق بگیریم 

.(تابع    در           پیوستگی چپ ندارد)

.ریشۀ این تفاوت در ماهیت تابع     است

تابع   در          فقط پیوستگی راست داشت و از چپ
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در این نقطه ناپیوسته بود                                                                    

!!دچار مشکل شدیمو به همین دلیل در محاسبۀ  

در            پیوستگی چپ ندارد، نمی تواند          البته ما از قبل می دانستیم که وقتی  

.موجود باشد
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(1)f  موجود است؟به ازای کدام مقدار    در تابع    مقدار   

چک کردن پیوستگی:گام اول

برابر هم قرار دادن مشتق های چپ و راست:گام دوم

.موجوده یعنی شرط پیوستگی برقرارهالبته چون گفته مقدار   

f
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بررسی مشتق پذیری در توابع قدرمطلقی

( ) 1f x x 

:به وضعیت مشتق پذیری توابع زیر در            توجه کنید  1x 
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.موجود نیست
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بررسی مشتق پذیری در توابع قدرمطلقی

:ازبررسی دو تابع فوق به نتیجۀ زیر می رسیم 

در این نقاط مشتق چاپ و . داخل قدرمطلق ها نقاط مشتق ناپذیر آن ها هستند( 1مرتبه )ریشه های ساده-1

.راست با یکدیگر قرینه هستند

مشاتق ریشه های داخل قدر مطلق که مرتبۀ آن ها بیشتر از یک باشد، نقاط مشتق پذیر تابع  هساتند و-2

.در این نقاط صفر است
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بررسی مشتق پذیری در توابع قدرمطلقی

4x  , 3x  , 3x   f

2x  2x 

:به مثال های زیر توجه کنید 

در چند نقطه مشتق پذیر نیست ؟تابع                                                 

.تزیرا              ریشۀ مرتبۀ یک تابع داخل قدر مطلق اس. تابع    تنها در              مشتق پذیر نیست

با همچنین تابع    در سایر نقاط به طول                                           مشتق پذیر است، چون طول این نقاط

(.می باشد4و3،2به ترتیب از مرتبۀ )مرتبۀ بیشتر از یک است
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بررسی مشتق پذیری در توابع قدرمطلقی

)تابع                                         در چند نقطه مشتق پذیر نیست ؟ ) 1f x x x  

f

:یعنی . تابع   در ریشه های سادۀ داخل قدرمطلق مشتق پذیر نیست

.نقطۀ                              مشتق پذیر نیست2پس تابع    تنها در 
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ا ابتدا موضوع را با بیان مثال هایی آغاز کرده و در انته

.برایتان جمع بندی خواهم نمود

بررسی مشتق پذیری در توابع رادیکالی
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:مشتق پذیری توابع زیر را در             بررسی کنید  x 
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.وجود ندارد

4 44) ( ) ( )f x x x f    .وجود ندارد
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بررسی مشتق پذیری در توابع رادیکالی

دقت کنیم تابع فوق و وضعیت مشتق آن ها در        4اگر به 

:به جمع بندی زیر می رسیم 

x 

( )f a 
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m  na

a

f

:در تابع                                      با فرض آن که     جزء دامنۀ تابع است 

.باشد،     در      مشتق پذیر است و                        ( یعنی توان از فرجه بیشتر)اگر               ( 2

.اگر        یک عدد فرد           باشد،     در     مشتق پذیربوده ولی                       است( 3

.باشد،     در      مشتق پذیرنیستاگر        یک عدد زوج      ( 4

.وجود نداردباشد،       ( یعنی توان از فرجه کمتر)اگر               ( 1

( ) ( )mnf x x a a
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fa
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7 8 1 39( ) ( 2) ( 2) ( 3)f x x x x x                                در چند نقطه مشتق پذیر نیست ؟تابع

بررسی مشتق پذیری در توابع رادیکالی

3x   2x  x  f

2x  

3x   2x   2x  x 

بارتند ریشه های درون رادیکال برای مشتق ناپذیری تابع     ، تنها کاندید های ما هستندو این ریشه ها ع

اما به . 3، و                    با مرتبۀ 10،                  با مرتبۀ 8،             با مرتبۀ 7با مرتبۀ تکرار :              از 

ه بوده و از فرجه بیشتر می باشد، در مابقی ریشه ها، مرتبۀ مربوط10جز در                که مرتبۀ تکرار آن 

پس تابع     در             ،             و. از فرجه کمتر و در نتیجه تابع در این ریشه ها مشتق ناپذیر است

.نقطه مشتق ناپذیر است3پس این تابع در . مشتق ناپذیر است

f
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توابع جزء صحیحپذیریبررسی مشتق

g

( )g x  پیوسته، مشتق به ازای نقاطی که         تابع     به معادلۀ               

ن و به ازای نقاطی که                       است، اگر طول ای. پذیر و مشتق آن صفر است

ق آن نقاط، طول           نسبی تابع      باشد، باز هم پیوسته، مشتق پذیر و مشت

نید     فرض ک) صفر است و در سایر حالات دیگر، ناپیوسته و مشتق ناپذیر است

به بیان دیگر، تابع             در هر نقطه ای، از هر سمتی که (. پیوسته باشد

ر واقع د. پیوستگی داشته باشد، مشتق پذیر است و مشتق آن مساوی صفر است

گی آن مشتق ناپذیری توابع شامل جزء صحیح تنها به دلیل مشکلات ناپیوست

هاست و این ناپیوستگی به ازای طول نقاطی 

که عبارت داخل جزءصحیح را      

.می کنند رخ داده و تابع را مشتق ناپذیر می کند   )(صحیح

f( ) [ ( )]f x g x

( )g x 

min

g[ ( )]g x
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توابع جزء صحیحپذیریبررسی مشتق

x

min

 
2

( )g x

( ) 2 4g x x  2( ) 4 5g x x x  

1, ,1,2x  

در چند نقطه به طول صحیح از بازۀ                   مشتق پذیر نیست؟تابع              

تابع    به ازای طول نقاطی که عبارت داخل جزء صحیح را عددی صحیح می کنند، ناپیوسته است و در نتیجه

طول صحیحی که درون بازۀ مزبور قرار دارند یعنی                                       4پس به ظاهر به ازای . مشتق پذیر نیست

.اما دقت کنید که               طول نقطۀ           نسبی عبارت داخل جزء صحیح است. تابع    مشتق ناپذیر است

:                                                                      پس تابع     در این نقطه پیوسته و مشتق پذیر است و داریم 

.                                                                         مشتق پذیر نیست-1و0و1نقطه با طول های 3بنابراین تابع     تنها در 

2( ) [ 4 5]f x x x  ( 2,3)

f

f2x min

f(2)f  

f

(2)g 
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توابع جزء صحیحپذیریبررسی مشتق

 

آنالیز بیشتر از طریق رسم نمودار

( )f 
  f

sin x

( ) [sin ]f x x در               از لحاظ مشتق چه وضعیتی  دارد؟تابع            

در             مقداری صحیح دارد و هم چنین در موقعیت نزولی است، پس این تابع در              تنها پیوستگی چپ

دارد و در نتیجه تابع     نیز در               فقط مشتق چپ دارد و

x 

x x 

x 
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:به توابع زیر و توضیحاتشان دقت کنید 

عامل های ضربی صفرکننده و رفع مشتق ناپذیری

1
sin

1x








1

1

x

x




, [ ]x , sgn( 1)x 

.هرسه در            ناپیوسته و مشتق ناپذیر هستند 1x  .هردو در             پیوسته و مشتق ناپذیر هستند 1x 

3 1x 1x ,
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عامل های ضربی صفرکننده و رفع مشتق ناپذیری

و               (                ضریب صفرکنندۀ)در کنار هریک عامل صفرکنندۀ 

:را قرار می دهم 

( 1)x 
2( 1)x 

.هرسه در            مشتق پذیر هستند و                     است 1x (1)f  

2 1
( 1) sin

1
x

x
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1

x

x




, 2( 1) [ ]x x , 2( 1) sgn( 1)x x 

.هردو در            مشتق پذیر هستند و                     است 1x (1)f  

3( 1) 1x x ( 1) 1x x  ,



@samansalamian

:این مطالب را به فرم زیر برایتان جمع بندی کرده ام 

عامل های ضربی صفرکننده و رفع مشتق ناپذیری

2

1 1 1

( ) (1) ( 1) sgn( 1)
(1) lim lim lim( 1)sgn( 1) ( 1)

1 1x x x

f x f x x
f x x

x x  

   
         

 

:بررسی می کنم را در             به عنوان نمونه مشتق پذیری                                   2( ) ( 1) sgn( 1)f x x x  1x 

a

( ) ( )nx a f x 2( ) ( )x a f x درحالت کلی تر                                به )و یا اگر    در           ناپیوسته و مشتق ناپذیر باشد، تابع                       (2

.در       مشتق پذیر است( ازای               

fx a

2n 

می توان گفت در واقع               اول تابع را از ناپیوسته بودن 

.انداخته و              دوم نیز در ادامه، آن را مشتق پذیر کرده است

( )x a

( )x a

( ) ( )x a f x f ه درحالت کلی تر                                 ب)اگر    در           پیوسته و مشتق ناپذیر باشد، تابع                            و یا (1

.در       مشتق پذیر است( ازای               

x a( ) ( )nx a f x

1n a
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عامل های ضربی صفرکننده و رفع مشتق ناپذیری

و                                                وضعیت مشتق پذیری دو تابع                          

.را در             بررسی کنید

5 3( ) 1 1f x x x  ( ) cos 1
2

g x x x


 

1x 

(1)f   
5.درجۀ صفرشوندگی مخرج از صورت بیشتر است 3

1

1 1
(1) lim

1x

x x
f

x

 
 



1x  g

f

در              پیوسااته و مشااتق ناپااذیر اساات ولاای در عاماال ضااربی .                  از تااابع    شااروع ماای کناایم

:به سراغ تعری  مشتق می رویم . ضرب شده استصفرشوندۀ                 

:می پردازیم به تابع      . پس تابع    در            مشتق ناپذیر است

.پس تابع      در            مشتق پذیر است

f3 1x 1x 
5 1x 

1x g

1 1 1

(cos ) 1 (cos )( 1)
2 2(1) lim lim lim( cos )

1 1 2x x x

x x x x
g x

x x

 


  

   
     

 



عامل های ضربی صفرکننده و رفع مشتق ناپذیری
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2 35( ) ( 2)( 1) ( ) ( 2)f x x x x x x x                                                      است؟نادرستکدام مورد زیر در تابع

( 2)f    (2)f   ( 1)f    1                       )2                        )3                      )4) ( )f  

حد راست یا چپ

2

2 2

( 2) [ ]
(2) lim lim( 2)[ ] ((1) (2))

2x x

x x
f x x or

x 


      



ی همانطور که در تخته های قبل توضیح دادم توابع رادیکالی، قدرمطلقی،            و براکت، اگر در عامل های ضرب

مثلاً مشتق پذیری. مناسب               یا                 ضرب شوند، پس از مشتق پذیری، مشتق آن ها صفر می شود

:را در             ببینید 

sgn

( )x a
2( )x a

2x  2( ) ( 2) [ ]f x x x 



عامل های ضربی صفرکننده و رفع مشتق ناپذیری
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2x 

2x  

( )f  

:حال دقت کنید 

ریشۀ مرتبۀ یک داخل رادیکال است، از طرفی عامل ضربی صفرشونده نیز به ازای آن وجود دارد، پس

، ریشۀ مرتبۀ یک داخل قدرمطلق می باشد که عامل ضربی صفرشوندۀ آن نیز وجود دارد، پس 

، ریشۀ سادۀ داخل قدرمطلق می باشد ولی هیچ عامل ضربی صفرشونده ای به ازای آن وجود ندارد، پس

.موجود نمی باشد

که به ازای آن نیز عامل ضربی( مرتبۀ آن از فرجه کمتر است)و بالاخره                 ریشۀ داخل رادیکال است

. صحیح است4و گزینۀ . صفرشونده وجود ندارد، پس              وجود ندارد

x 

1x  ( 1)f   

(2)f 

( 2)f  



( ) 1 cos (2 ) 1 cos2 1 1

( ) sin (2 ) sin2

( ) cos (2 ) cos2

g x x g

g x x g

g x x g
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nریشۀ مرتبۀ      اُم

n اگر             ریشۀ مرتبۀ     اُم معادلۀ                      باشد، آن گاه: x a( )g x 

nمشتق     اُم

( 1)( ) ( ) ( ) ... ( )ng a g a g a g a     , ( ) ( )ng a 

اُممشتق       ( 1)n

:زیرا . ریشۀ مرتبۀ دوم دارددر       عبارت                1 cos x 2x 
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ریشۀ مرتبۀ دوم                    باشد، آن گاه این ریشه هم در معادلۀ                  و هم در اگر       

).صدق می کندمشتق آن یعنی      ( ) ( ) )g a g a 

x a( )g x ( )g x 

( )g x 

2x                                        باتوجه به مطالب گفته شده             باید هم در معادلۀ

:                 صدق کند، یعنی و هم در       

3 2( ) 3g x x x ax b    

( )g x 

12 12 a  
2

(2) 8 12 2 2 2

( ) 3 6

g a b a b

g x x x a

         


   
(2)g 

24a  

28 4b a b   
2 2a b  

3 2( 3 )[ ]y x x ax b x                                     در           مشتق پذیر استتابع با ضابطۀ .

چند است؟ a b

2x 

nریشۀ مرتبۀ      اُم
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تابع مشتق

)دامنۀ تابع مشتق تابع                                      کدام است؟ ) ( [ ])f x x x x 

f

f  f 

f  اطی دامنۀ تابع       نق. را تابع مشتق تابع     می گویندتابع                      

، به عبارت دیگر دامنۀ      ، (یا موجود است) است که تابع    در آن ها تعری  می شود

.همان نقاط مشتق پذیر تابع     است

( ) ( )
( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
 f

 1               )2                  )3                  )4) 



تابع                                    در تمام اعداد صحیح، به جز              ناپیوساته و در

بال در             نیز براساس آن چه که در تخته های ق. نتیجه مشتق ناپذیر است

ربی       برای مشتق پذیری بایاد عامال ضا)به شما آموختم مشتق پذیر نمی باشد 

این   ) تبنابراین    در همۀ اعداد صحیح مشتق ناپذیر اس( توی براکت ضرب بشه

تابعپس دامنۀ(. تابع در اعداد غیر صحیح پیوسته و مشتق آن صفر می باشد

.صحیح می باشد2یعنی گزینۀ . مشتق تابع     ، برابر             است

2( ) [ ]f x x x x x 

x 
2x

f

f



1mmu u 

@samansalamian

فرمول های مشتق گیری

تابعمشتق تابع

nax
1nanx 

u

v

عدد ثابت a

عبارتی برحسب vx

عبارتی برحسب ux

uv u v v u 

u

v 2

u v v u

v

 

mu
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فرمول های مشتق گیری

تابعمشتق تابع

مثال: 

nf 1nnf f 

p mu
p p m

mu

p u 



u
2

u

u



7 3x 7 4

3

7 x
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مشتق تابع هموگرافیک

مشتق تابع شبه هموگرافیک

2( )

ax b ad bc

cx d cx d

  
 

  
مثال

2 2

3 4 3 5 4 6 9

6 5 (6 5) (6 5)

x

x x x

     
  

   

2( )

au b ad bc
u

cu d cu d

  
  

  

فرمول های مشتق گیری

مثال
2

2

2 2 2 2 2

3 4 9 9
( ) (2 )

6 5 (6 5) (6 5)

x
x x

x x x
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فرمول های مشتق گیری

درسته؟؟سپس –ساده قرداد کلاسهامونو یادتونه؟ 

ان ساده ش کنیادتونه تأکید کردم که کاربردش زیاده؟پس سرتو ننداز پایین مشتق بگیر،اگه ساده تر میشه،تا حد امک

ق می پس ابتدا صورت و مخرج تابع را در مزدوج مخرج ضرب می کنیم تا عبارت کمی ساده تر شود و سپس از آن مشت

:گیریم 

.بیابیدمشتق تابع به معادلۀ                  
2

1

1
y

x x


 

2 2
2

2 22 2 2

1 1 1 2
1 1

(1 )1 1 2 1

x x x x x
y x x y

x xx x x x x
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تابعمشتق تابع

مثال: 

فرمول های مشتق گیری توابع مثلثاتی

sinu

cosu

tanu

cotu

cosu u

sinu u

2(1 tan )u u 

2(1 cot )u u 

sin x
1

cos
2

x
x
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فرمول های مشتق گیری توابع مثلثاتی

تابعمشتق تابع

مثال: 

2 1(1 tan ) tanmmu u u 

1cos sinmmu u usinm u

cosm u 1sin cosmmu u u

tanm u
2 1(1 cot )cotmmu u u 

3 2cot ( 3 )x x 2 2 2 23(2 3)(1 cot ( 3 ))cot ( 3 )x x x x x    

cotm u
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فرمول های مشتق گیری توابع مثلثاتی

3 3
sin cos cos sin

4 4 4 4
x x x x

          
           

       
مقدار مشتق عبارت                                                                                      

.را بیابیددر       
12

x




تاابع را کمای سپس و با استفاده از فرمول مثلثاتی                                                 –طبق قضیۀ ساده 

ذف می بینی که با حذف ریاضیات پایه در واقع تسات مشاتق رو هام حا:  )ساده تر نموده و سپس مشتق می گیریم 

!!!!(کردی 

sin cos cos sin sin( )a b a b a b  

3
( ) sin sin 2 cos2 ( ) 2sin2

4 4 2
f x x x x x f x x

        
                

      

1
( ) 2sin 2 1
12 6 2

f
   

       
 



فرمول های مشتق گیری توابع مثلثاتی

2 2 2 2

1 1 1 1
( ) sin cos cos sin cos sin cos sin

4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2

x x x x x x x
f x x

              
                 

              

2 2 2( ) sin cos cos
4 4 8

x x x
f x  چند است؟، آن گاه حاصل   اگر                                      ( )

12
f




sin2 2sin cosa a a و یا به بیاان اینجا فرمول                             . باز هم در صورت امکان تابع را ساده کن سپس مشتق بگیر

یادتان هست این فرمول را کجا دیده اید؟در مثلثات .به ما کمک می کنددیگر                 

1
sin cos sin2

2
a a a

21 1 1
sin ( ) (2sin cos ) (sin2 )

16 16 16
x f x x x x   

1 1
sin

12 16 6 32
f
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مشتق تابع

فرمول های مشتق گیری توابع معکوس مثلثاتی

تابع

مثال

1sin u

1cos u

1tan u

1cot u

21

u

u





21

u

u





21

u

u





21

u

u





1 2tan ( 1)x 
2 2

2

1 ( 1)

x

x 
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فرمول های مشتق گیری توابع معکوس مثلثاتی

( )
4

f


 ، آن گاه حاصل                چند است؟          اگر                     1 2( ) (tan (2tan ))f x x

1( )n nu nu u   :بنابراین :                                        گفتیم 

1 1 1

2

(2tan )
( ) 2 (tan (2tan )) (tan (2tan )) 2 tan (2tan )

1 (2tan )

x
f x x x x

x

  
     



2
1 1 1

2 2

2 (1 tan ) 2(1 1) 8
2 tan (2tan ) ( ) 2 tan (2) tan (2)

1 (2tan ) 4 1 (2) 5

x
x f

x
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یک تیپ مهم از سوالات مربوط به مشتق گیری

مشتق در برخی از تست ها به شما یک یا چند تابع پیچیده داده می شود و سپس رابطه ای بین آن توابع و

در این گونه تست ها، به هیچ عنوان . های آن ها خواسته می شود، مثلاً از شما                         را می خواهند

بتدا سعی در نگاه اول به فکرمشتق گیری و در نتیجه ساختن آن چه مسئله از شما می خواهد نباشید، بلکه ا

پیداکنید کنید با ایجاد رابطه ای بین توابع     و     و سپس مشتق گیری از آن، به خواستۀ مسئله دسترسی

مان مثلاً با کمی تأمل می توان دریافت که                      ه. زیرا این فرآیند زمان کمتری از شما خواهد گرفت

اده تری مشتق تابع         است، پس بهتر است ابتدا     را در     ضرب کنیم که در این صورت حتماً به تابع س

.خواهیم رسید و سپس از آن مشتق بگیریم

gf g f 

gf g f 

gffg

fg
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یک تیپ مهم از سوالات مربوط به مشتق گیری

، آن گاه حاصلو                            اگر                          

برابر با چه عددی خواهد شد؟

2( ) 3f x x x x   
2

1
( )

3

g x

x x x



  

(4)g(4) (4) (4)f g f 

رابطه ای که سوال ازشون خواسته بلکه کمای باهوشا سرشونو نمیندازن پایین سریع مشتق بگیرن، بعد بذارن تو

هست،می کنند و به سادگی می فهمند که                         همان صورت کسر مشتق       فکر

:یعنی 

gf g f f

g

2

f f g g f

g g
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یک تیپ مهم از سوالات مربوط به مشتق گیری

4x 

پس در واقع آن چه که مسئله از ما خواسته است همان                            به ازای                

.پس ابتدا      را بر       تقسیم می کنیم. است

2f
g

g

 
 

  fg

2
2 2 2 2 2

2

3
( ) 3 3 ( 3)

1

3

f x x x
x x x x x x x x x x

g

x x x

     
             

  

   2 2( 3) 3x x x x     

:ی کنیم می بینید به تابع ساده ای رسیدیم و کافیه از همین تابع مشتق بگیریم عدد گذار
1

( )
2 3

f
x

g x

 
 

 

2 21 1
(4)g(4) (4) (4) (4) (4) (1)

2 7 2 7

f
f g f g

g

 
       

 



( ) lnu ua u a a 
@samansalamian

مشتق توابع نمایی و لگاریتمی

:در این تابع داریم . تابع                    را تابع نمایی طبیعی می نامند( ال  ( ) xf x e

(مشتق تابع نمایی طبیعی)

:و یا در حالت کلی 

( )

( )

x x

u u

e e

e u e

 

 

:در این تابع در حالت کلی مشتق گیری داریم . و              را تابع نمایی می نامندتابع                    با شرط        ( ) xf x aa 1a 



@samansalamian

.مشتق توابع زیر را بدست آورید

مشتق توابع نمایی و لگاریتمی

(2 )
2

2 2 2 2

x x
x

x x

e e
y e y

e e

 
    

 

1
( )

2

x x xy e y x e e
x

    

cot cot 2 cot3 (cot ) 3 ln 3 (1 cot )3 ln 3x x xy y x x      
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:و یا در حالت کلی 

مشتق توابع نمایی و لگاریتمی

:پس . یعنی قدر مطلق هیچ نقشی نداشت
1

(ln )x
x

 

(ln )
u

u
u


 

1
(ln )x

x
 (ln )

u
u

u


  :و یا در حالت کلی 

)                             ( .تابع                         را تابع لگاریتم طبیعی می نامند ( ب

:در این تابع داریم 

( ) lnf x xlog lnx

e x

.را پیدا کنید، آن گاه      اگر            ( ) lnf x x( )f x

fدر این تابع داریم . دامنۀ تابع    ،                 است:  

:و در نتیجه به ازای هر           ، داریم 
1

(ln )x
x

  x 

ln
( )

ln( )

x
f x

x


 



x

x






x 

1

( )
1 1

x
f x

x x




  
 



x 
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.مشتق توابع زیر را بدست آورید

مشتق توابع نمایی و لگاریتمی

2(tan ) (1 tan )
ln tan

tan tan

x x
y x y

x x

 
   

:که تفریق میشن جلوهاشون تقسیم میشن logدو تا

2
2

2 2 2

1 ( 1) ( 1) 1 2
ln ln( 1) ln( 1)

1 1 1 1 1

x x x x
y y x x y

x x x x x
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به لگاریتم ها در مشتق گیری توابع لگاریتمی، می توانید ابتدا با استفاده از قوانین مربوط

.مشتق بگیریمسپسکرده و سادهتابع را 

.مشتق توابع زیر را بدست آورید

sinlog x

by 
sinlog ln sin 1 1 cos

(ln sin )
log ln ln ln

x

e

b

e

x x
y y x

b b b sinx
      

log
log

log

a
a c
b b

c



logy x

log
log

log

a
a c
b b

c



1

log ln 1 1
( )

log ln1 ln1

x

e

e

x
y y

x
   

مشتق توابع نمایی و لگاریتمی
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3ln 2ln( 1) ln( 3 1)x x x x    

cos( 1) cosxy x e x  (1) ?y  

2 3( ) ( 1) ( 3 1)f x x x x x   (1) ?f   

2 3ln ( ) ln( ( 1) ( 3 1)f x x x x x    
مشتق گیری از طرفین

2

3

( ) 1 2 3 3 (1) 6
1 1 4

( ) 1 3 1 (1) 3

f x x f

f x x x x x f

 
       

  

(1) 12f 

(1) 4 12 48f    

ری از وقتی تابعی به صورت حاصل ضرب چند عامل است، برای مشتق گی

:ریم آن بهتر است، ابتدا از طرفین          بگیریم  و سپس مشتق بگی ln

cos cosln ln(( 1) cos ) ln( 1) ln ln cosx xy x e x x e x       
مشتق گیری از طرفین

1 sin
sin

1 cos

y x
x

y x x

 
 



 
  



(1) 1 1

(1) 2 2

y

y


   

1x 
1(1) 2y e 

1 1 1
(1) ( 2 )( )

2
y e

e

    

cos x



2 2( 3 2) ( 3 2)ax bxa a e b b e      
@samansalamian

معادلۀ دیفرانسیل

جایگزین 2 2( ) 3( ) 2( )ax bx ax bx ax bxa e b e ae be e e       

ر آن معادله ای که رابطه ای بین     و مشتقات اول یا بالات

.ودرا بیان می کند، یک معادلۀ دیفرانسیل نامیده می ش

y

axچند تابع به معادلۀ                                 در معادلۀ دیفرانسیل                                       صدق می کند؟ bxy e e 3 2y y y   

2 2,ax bx ax bxy ae be y a e b e     

y ابتدا     و       را به دست می آوریم و سپس در معادلۀ دیفرانسیل مزبور قرار می دهیم: y



@samansalamian

معادلۀ دیفرانسیل

2

2

2 2

1, 1

1, 2

2, 1

2, 2

x x

x x

x x

x x

a b y e e

a b y e e

a b y e e

a b y e e

 

 

 

 

      


     


     
      

:یکسان هستند 

1, 2a    2 3 2b b  

باادیهی اساات باارای آن کااه تساااوی فااوق برقاارار باشااد، بایااد   

تابع مختل 3حال با این مقادیر، . بنابراین                        و                  و                              

:ببینید . می توان ساخت

2 3 2a a  

1,2b 



if
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قدر مطلق دیدی تعیین علامت کن

محاسبۀ مشتق در توابع شامل قدر مطلق

23(1) ? ( ) ( 3 )f f x x x     

2 23 3

3

1 ( ) ( ( 3)) (2 3)
3 3 ( 3)

4 4
( ) (1)

33 (2 3)

x x x
x f x x x x

x x x

f x f
x
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محاسبۀ مشتق در توابع شامل قدر مطلق

(1) ? ( ) ( 1) lnf f x x x
    

(1) (1) (1)f f f 
    

(1)f  f1x 

1x  ln x ( 1)x  1x  هم               و هم          هر دو در            مساوی صفر) ریشۀ مرتبۀ دوم درون قدرمطلق است

ار آن مشتق پذیر است یعنی           وجود دارد و مقد( براساس نکتۀ بالا)، پس تابع     در           (می شوند

:یعنی . صفر است

از در ریشه های درون قدرمطلق ها با مرتبۀ بیشتر

.یک، مشتق صفر است
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(1) ? ( ) ( 1)[2 1]f f x x x
     

محاسبۀ مشتق در توابع شامل جزء صحیح

براکت دیدی تعیین عدد کن

وجود پیوستگی چپ ندارد، پس مشتق چپ: اول پیوستگی را چک کنید 

:رید ندارد و نمی توانید براکت را تعیین عدد کرده سپس مشتق بگی

مشتق چپ وجود ندارد
.پیوستگی راست را دارد

(1) ? ( ) ( 1)[2 1]f f x x x
      3( 1)x 

براکت را تعیین عدد کن

(سپس-ساده)

را و دارای عامل جزء صحیح باشد و بخواهیم مشتق تابعپیوستهاگر تابعی در       

حیح در نقطۀ معینی بررسی کنیم، ابتدا در همسایگی آن نقطۀ مورد نظر، مقدار جزء ص

:را لحاظ می کنیم، آن گاه از تابع مشتق می گیریم 

x a

(1) (3( 1)) 3f x
    :حالا برو سراغ مشتق گیری
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محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

یلی وقتی مشتق یک تابع خفنِ وحشتناک و شلوغ رو ازتون پرسیدن بدونین که طراح خ

م میگم این تیپ مشتق فقط ظاهرش خفنه به شاگردا. هواتونو داشته چون سوال آسّونه همینه

ظاهِرُها صعب، باطنُها سهل 

ریشه واسه حل این تیپ تست مشتق باید مشتق عامل صفرشونده را در بقیۀ تابع به ازای

.ضرب کنید تا به راحتی به جواب برسید

ارت رو اگر برای حل این تیپ تست از فرمول های مشتق گیری عادی استفاده کنی ممکنه عب

سی که از چیزی که هست طولانی ترش کنی و نتونی به جواب برسونیش یا به جواب غلط بر

...همیشه در گزینه ها هست



@samansalamian

محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

a

h ( )g a 

a ( ) ( ) ( )f x g x h x باشد و       در     مشتق پذیر و                       اگر تابعی به صورت                  

:و       نیز در     پیوسته  باشد، آن گاه 

:وبه بیان دیگر 

(     مشتق عامل صفرشونده به ازای     (     )مابقی تابع به ازای      )

g

a( ) ( ) ( )f a g a h a 

a( )f a 



@samansalamian

محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

( )g a  :از                       نتیجه می شود که                     ، بنابراین : اثبات  ( )f a 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim lim ( ) lim lim ( )

x a x a x a x a x a

f x f a g x h x g x g x g a
f a h x h x

x a x a x a x a    

  
    

   

( ) ( )g a h a( ) lim ( )
x a

g a h x



در    پیوسته  ha

a                  خواهد بوداگر     در    پیوسته نباشد، حاصل فوق به صورت. ( ) lim ( )
x a

g a h x


 h
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محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

.اگر                                                               ، حاصل           را بیابید
2

3 2

( 1)
( ) cos

(2 1) 3 1

x x
f x

x x




 
(1)f 

1xبه ازای 1به ازایx 

2

2 3 2 2 2

( 1) 6
(1) cos sin (2) 3

3 1 (2 1) (3 1) 3 1

x x x
f

x x x x

  


     
       

       

1xبه ازای 

:در              عامل صفرشونده
2

cos
3 1x




1x 

:بخش پیوسته در            1x 
2

3

( 1)

(2 1)

x x

x







@samansalamian

محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

1 1
( ) ( ) lim ( ) lim ( )x

x x
f a e e h x e h x

 
    

کدام است ؟، آن گاه     اگر                       ( ) ( ) ( )xf x e e h x (1)f 

1
lim ( )
x

e h x


(1)eh 1                                   )2                                   )3                             )4)(1)eh

1xبه ازای 

h          عامل                 به ازای           عامل ضربی صفرشونده است، اما معلوم نیست که تابع     در

:پیوسته باشد یا نباشد، بنابراین 

.پاسخ صحیح می باشد2گزینۀ 

( )xe e1x 1x 



@samansalamian

محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

( )f a 

: مطلب مهم 

موجود باشد و یا به عبارت دقیق تر، مرتبۀ عامل اگر در تابع    بیش از یک عامل صفرکننده در        

.استبیش از یک باشد، آن گاه          ضربی صفرشونده در       

می توانیم بلافاصله بگوییم                     استمثلاً در                             

است،در واقع زیرا      

.یعنی تابع بیش از یک عامل صفرکننده دارد

fx a

x a

2
2

3 2

( 1)
( ) cos

(2 1) 3 1

x x
f x

x x




 
(1)f  

2

2
cos

3 1x




2

cos
3 1x




2

cos
3 1x
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محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

چند است ؟آن گاه       اگر                                          2 1 12 3 1
( ) ( 2 8) cot sin

6
f x x x

x x

 
    

             

(2)f 

2( 2 8)x x ند، یعنی تابع و                                          ، هردو به ازای              حاصلی برابر صفر دار

:                    دارای بیش از یک عامل صفرشونده است بنابراین 

1 2 3
cot

6x


  

    
  

2x 

f(2)f  
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محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

( 1)

( )

1) ( ) ( ) ... ( )

2) ( ) ! ( )

n

n

f a f a f a

f a n h a

  



a ( ) ( ) ( )nf x x a h x  اگر                                                و      در       پیوسته باشد، آن گاه: h

.به معنای مشتق   اُم تابع    است
( )nfnf
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محاسبۀ مشتق توابع شامل عامل صفرکننده

.را بیابیدبه ازای    مشتق دوم تابع                  
3

2

( 8)( 2)

1

x x
y

x

 



2x 

2

2

2 4 12 24
(2) 2! 2

1 5 5

x x
y

x

    
        

   

2 2 2

2 2

( 2)( 2 4)( 2) ( 2) ( 2 4)

1 1

x x x x x x x
y

x x

      
 

 

براساس نکتۀ فوق 

2xبه ازای          
.است:                 دقت  (2)y 
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مشتق تابع مرکب یا قاعدۀ زنجیری

:از قاعدۀ زنجیری استفاده می کنیم 

f      مشتق پذیر باشد، آن گاه اگر تابع      در    و تابع     در: ga( )g a

( ) ( ) ( ) ( ( ))fog a g a f g a  

مطرح می شود و این فرمول گاهی اوقات به صورت                   

:قابل تعمیم به فرمول زیر نیز هست 

( ( )) ( )f u u f u  

( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ( )))fogoh a h a g h a f g h a   

2 (2) 2(2) 4f   ( ) (2) (2) ( (2))fog g f g  

است؟چند ، آن گاه           اگر                      (2) (2) (2) 2g f g   ( ) (2)fog 



@samansalamian
6

3

6 2

1
( )

(1 )

x
f x

x


 



آن گااه        باشاد و                             ، برابار         اگر مشاتق تاابع          

.را به دست آورید

( )fog xcos2x( ) tang x x
3( )f x

( ) ( ) cos2 ( ) ( ( )) cos2fog x x g x f g x x    

2

2

1 tan
cos2

1 tan

x
x

x






2 2
2

2 2 2

1 tan 1 tan
(1 tan ) (tan ) (tan )

1 tan (1 tan )

x x
x f x f x

x x

 
    

 

tan x       3به جای             قرار می دهیمx

مشتق تابع مرکب یا قاعدۀ زنجیری
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صورت دیگری از قاعدۀ زنجیری

( ) ( )y f u y u f u      
براساس قاعدۀ زنجیری dy dy du

dx du dx
 

y

( مشتق      نسبت به      )

(مشتق      نسبت به      )

22

sin2

y u u

u x

   


  

yu

u

4 1

2cos2

dy
u

du

du
x

dx

 



dy dy du

dx du dx
 

(4 1) (2cos2 )
dy

u x
dx

  

.و                          ، آن گاه مشتق     نسبت به     در              را بیابیداگر            22y u u sin2u xyx
6

x




 3 1
4 1 2cos 2 3 1 2 2 3 1

2 3 2

dy

dx

      
                     

3

6 2
x u


  

sin2u x



بررسی مشتق در توابع زوج و فرد

@samansalamian

:جمع بندی 

ور   در توابع زوج نسبت به مح) با فرض متقارن بودن دامنه 

(ها و توابع فرد نسبت مبدأ مختصات  y

f زوج است .

زوج . فرد است : ( ) ( )

: ( ) ( )

f f x f x

f f x f x

 

   فرد
مشتق 

مشتق 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f x f x f x f x

f x f x f x f x

          

          

f 

f  f f  فرد باشد،   تابعی زوج استاگر  تابعی زوج و مشتق پذیر باشد،   تابعی فرد و اگر . f
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بررسی مشتق در توابع زوج و فرد

به تقارن       و        ، حل تست های زیاد و تجر: نحوۀ تشخیص راه حل این تست 

زدنتستدست تو جیب و تمرین و تکرار و تکرار و رتکرار تا حرفه ای شدن و 

1

5

1

5


6 2

2

1
( )

1

x x
f x

x

 



.، آن گاه حاصل                                   را بدست آوریداگر             1 1

( ) ( )
5 5

f f  

1 1
( ) ( )
5 5

f f   

1 1
( ) ( )

5 5
f f    f  :                            ،پس   فرد است و در نتیجه تابع   زوج است         

:            و از آن جا 

f(( ( ) ( ))f x f x 



وضعیت مشتق های چپ و راست در توابع زوج و فرد

@samansalamian

مشتق ناپذیر وفرض کنید    در      fx a( )f a
  ( )f a



( )f a
( )f a

  

:اگر   تابعی زوج باشد، آن گاه (1

:اگر   تابعی فرد باشد، آن گاه (2 f

f( )f a
 ( )f a

  ( )f a
  ( )f a

 

( )f a
  ( )f a



,

,
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وضعیت مشتق های چپ و راست در توابع زوج و فرد

.تابعی فرد است f .تابعی زوج است f

( )f a
( )f a



( )f a


( )f a
 ( )f a

 ( )f a
 

( )f a
 

( )f a
 

(2)f 


( 2)f 
  ( 2) 6f 

   می توان از                 فقط دربارۀ                 . در تابع فرد    ،                            : مثال

.اظهارنظرکرد و می توان                         را نتیجه گرفت

f

(2) 6f 
 

:درک شهودی 



مشتق ضمنی

: به دو معادلۀ زیر توجه کنید 

.ها نشان می دهدxمعادلۀ دو نیم دایره را در بالا و پایین محور 

@samansalamian

.مطرح شده و یک تابع صریح شده داریمxصراحتاً برحسب y( ال )در معادلۀ 

1 25 4y x x  ( ال ب) 2 2 4y x  

به yو xیک رابطۀ صریح وجود ندارد و به چنین عبارت هایی که رابطۀ بین yوxاینگونه نیست و بین( ب)در معادلۀ 

یک عبارت ضمنی را می توانیم باه صاورتگاهی. ، یک عبارت ضمنی می گوییمy=f(x)است نه f(x,y)=0صورت 

:مثلاً در                               می توانیم آن را به صورت های صریح زیر بنویسیم . صریح نیز بنویسیم( های) 2 2 4y x  

2 2 24 4y x y x     
24y x 

2

2

22
24y x  



3 sin( ) 3xy xy  

ح البته عبارت های ضمنی ای نیز وجود دارند که نمی توانیم آن ها را به صورت صری

:مانند . دربیاوریم

ی مثلاً عبارت ضمن. یک عبارت ضمنی می تواند معادلۀ یک تابع باشد یا نباشد

معادلۀ یک تابع است ولی همانگونه که ملاحظه کردید عبارت ضمنی

(نمودار یک دایره است)معادلۀ یک تابع نیست

م پاس ممکن است ازخودتان بپرسید که مگر مشتق را برای توابع تعری  نمای کاردی

گیریم ؟چگونه می توانیم از عبارت های ضمنی ای که ممکن است تابع نباشند مشتق ب

در پاسخ می توان گفت اگر در یک معادلۀ ضمنی هیچ تابع

samansalamian@.مشتق پذیری صدق نکرد نمی توانیم مشتق بگیریم

مشتق ضمنی



@samansalamian

مشتق ضمنی

.مثلاً در عبارت ضمنی                                           ، هیچ تابع مشتق پذیری صدق نمی کند

صدق می کند و تابع در حوالی آنA(1,0)به بیان دیگر در عبارت ضمنی مزبور فقط نقطۀ 

و لذا می توان گفت هیچ تابع مشتق پذیری . تعری  نمی شود، بنابراین مشتق وجود ندارد

.در عبارت ضمنی مربوطه صدق نمی کند و در نتیجه نمی توانیم از عبارت مزبور مشتق بگیریم

صدق می کنند، و می خواهیم درf(x,y)=0اینک فرض می کنیم تابع های مشتق پذیری در

:تخته های بعدی روش های مشتق گیری از این عبارت ضمنی را مطرح کنیم 

2 2 2 1y x x   
2 2 2 22 1 ( 1) 1,y x x y x x y          



روش های مشتق گیری از عبارات ضمنی

@samansalamian

( :روش مستقیم)روش اول

متغیر مستقل y(xیا xدر این روش براساس قاعدۀ زنجیری مشتق، مستقیماً از عبارت موردنظر برحسب 

.مشتق می گیریم( yباشد یا 

:یعنی به زیروند های عبارات دقت کنید زیرا از هر عبارت نسبت به زیروند خودش باید مشتق بگیرید

4:مشتق گرفته خواهد شد و داریم xمثلاً عبارت روبرو نسبت به 3( ) 4xx x 

4 4 4 4 4 4 3 4 3 4( ) ( ) ( ) 4 4xx y x y y x x y y y x      

4 4 4 4 4 4 3 4 3 4( ) ( ) ( ) 4 4yx y x y y x x x y y x      

.را با       و       را با      نمایش می دهندمعمولاً   
yxxxyy
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روش های مشتق گیری از عبارات ضمنی

به آن وابسته yمتغیر مستقل و xمورد نیاز است و یا به عبارت دیگر، xنسبت به yبدین معناست که مشتق 

.مشتق می گیریمxاکنون به طور مستقیم به مشتق گیری می پردازیم و از دو طرف تساوی برحسب . است
xy

yx .را پیدا کنیدو  ، آن گاه   اگر                                2 3 2 25 sin tanx y x y y  
xy

2 3 2 2 3 2 2 2 2 2

2 2 2 2

3 2

5 sin tan 5(2 3 ) 2 cos 2 (1 tan ) 1

(15 2 (1 tan ) 1)

(1 2 cos )

x y x y y x xy y x x x x y y

y x y y
x

xy x x

         

   
 



     

 

 

2 3 2 2 2 3 3 2 2 2 2 2 2

3 2 2 2 2 2 3 2 2 2 2 2

2 2 2 2 3

(5 ) (sin ) (tan ) 5 ( ) ( ) ( ) cos ( ) (1 tan )

5(2 3 ) (2 cos ) (2 (1 tan ) 1 15 2 cos 2 (1 tan )

15 2 (1 tan ) 1 1 2 cos

x y x y y x y y x x x y y y

xy y y x x x y y y y xy y y x x x yy y y

y x y y y xy x x

                

                

      
3 2

2

2 2 2 2

(1 2 cos )

15 2 (1 tan ) 1

xy x x
y

y x y y

 
 

  

:مشتق بگیریم yو به طریق مشابه می توانیم          را به دست آوریم، یعنی از طرفین نسبت به 
yx
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روش های مشتق گیری از عبارات ضمنی

xf 
xf 

( :استفاده از مشتقات جزئی)روش دوم 

:از این روش در کتاب درسی صحبتی به میان نیامده است اما من توصیه می کنم این روش را به خوبی فرابگیرید 

.استkعددی ثابت مانند yمی گویند و برای محاسبۀ آن فرض می کنیم xنسبت به fبه        مشتق جزئی عبارت ضمنی 

و در محاسبۀ آنyنسبت به fبه صورت مشابه،        یعنی مشتق جزئی . نیز نشان می دهندرا به صورت 

Xبه عنوان مثال . ثابت فرض می شود:

x
x

y

f
y

f


 


, y

y

x

f
x

f


 



( , )xf x y
yf 

2 2 2 2

3 3 2 2

2 2 2 2

3 6 3 6
3

3 6 3 6

x

y

f x xy x xy
x y x y

f y x y y x y
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روش های مشتق گیری از عبارات ضمنی

1
cos( 2 )

2
sin( 2 )

1
2cos( 2 ) 1

2

x
x

y

x y
x yf

x y x y y y
f

x y
x y

 
 

         


   


(2,1)y .، حاصل                 را بدست آوریداز رابطۀ                                      y sin( 2 )x y x y   

(.همه را ببرید یکطرف و عبارت را برابر صفر قرار دهید)طرف ثانی را صفرکنید: گام اول 

1 1
cos 1

32 2
1 3 7

2cos 2
2 2

xy
 

     

   

2, 1x y 



می رسیم، fرا عوض کنیم به معکوس تابع yو xجای fاگر در تابعی مانند (1

:نیز، تابع باشد، باید fحال برای آن که معکوس تابع 

@samansalamian

.ویندیک به یک و یا به عبارت دیگر اکیداً یکنوا باشد، به این شرط، شرط معکوس پذیری می گfتابع 

f1fمطالبی دربارۀ      و      

:ی دامنه و برد تابع    و      عکس یک دیگر است، یعن(2 f
1f 

1f f
D R  1f f

R D ,
.متقارن هستند(y=x)نمودار دو تابع     و      نسبت به نیم ساز ربع اول و سوم (3 f

1f 

قطع کناد، Aرا در y=xخط fاگر تابع 

.می گذردAتابع      نیز از  1f 

اما ممکن است     و      یک دیگر را در نقااطی 

.نیز قطع کنندy=xغیرواقع بر 

f
1f 

f
1f 

f
1f 
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f1fمطالبی دربارۀ      و      

y x

f قاطع     و      می توانیم بگوییم در صورتی که تابع    اکیداً صعودی باشد، نقاط ت

ای روی               خواهد بود و به همین دلیل وقتی     اکیداً صعودی باشد، بر

.یافتن نقاط تلاقی آن با      می توانیم تابع     را با              قطع دهیم

f
1f 

f
1f 

fy x

:ترکیب دو تابع     و       همانی است، یعنی (4 f1f 

1

1( )

f

fof x x

x D 

 




,
1 ( )

f

f of x x

x D

 




f fD R

ن توجه کنید که در حالت کلی                                         ، به دلیل آن که ممک

است                           و یا

1 1( ) ( )f of x fof x 

1f f
D D 



مشتق تابع معکوس

@samansalamian

مشتق پذیر و                    و هم چنین در یک همسایگی این aدر fاگر تابع 

:پیوسته و یک به یک باشد، آن گاه ( aیعنی )نقطه 

( )f a 

:به بیان دیگر 

.استAبه ازای طول fبرابر معکوس مشتق تابع ( Aیا عرض )مشتق تابع        به ازای طول     A 1f 

1 1
( ) ( )

( )
f b

f a
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مشتق تابع معکوس

:اثبات 

1( ( ))f f x x 
مشتق می گیریم 

   1 1 1
( )( ) ( ) 1 ( ) ( )

( )
f x f f x f f x

f x

     


ی                                   در نظر بگیریم به همان رابطۀ مطرح شده درتختۀ قبل یعنارا با مختصات         Aو اگر نقطۀ 

.می رسیم
( )

x a
A

f x b





1 1
( ) ( )

( )
f b

f a

  


13:مثال
( ) 6 ( ) ( 1) ?

2
f x x x f       

13 1 3 1 11 8
( ) 1 (2) 1 ( ) ( ) ( 1)

2 2 4 8 112 6
f x f f

x

  
           

 

3
6 1

2
x x   

xحدس 
1 1

2 (2, 1) ( ) ( 1)
(2)

x A f f
f

       




2( ) 3 5 (1) 8, ( ) 6 (1) 6f x x f f x x f         @samansalamian

دوم تابع معکوسمشتق

را پیدا می fاکنون مانند گذشته، طول نقطه ای از تابع 

:باشد، یعنی 6کنیم که به ازای آن حاصل تابع برابر 

  
 

 
 

1 1

2 3

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

f x f x
f x f f x f f x

f x f x

   
    

 

:روش برایتان حل می کنم 2به

:مشتق بگیریمکافیست از طرفین رابطۀ                            اولدر روش ( 1  1 1
( ) ( )

( )
f f x

f x

  


1( ) (6)f   . را بیابیدمفروض باشد،       هرگاه                       3( ) 5f x x x 

 
 

3 1

3

1 (1)
5 6 1 ( ) 6

6 (1)

f
x x x A f

f

 
      



1

3

6 3
( ) (6)

8 256
f   

  



ت بدون نیاز به فرمول های مشتق گیری توابع وارون، کافی اس: روش دوم 

:ابتدا خود تابع را معکوس کرده و سپس از آن دو بار مشتق بگیریم 

@samansalamian

تابع را معکوس می کنیم

(را عوض می کنیمyو xجای )

3 5y x x  3 5x y y 

دوم تابع معکوسمشتق

y

ارت آن چه که اکنون به دست آمده معادلۀ ضمنی تابع معکوس تابع                           است، از این عب

:محاسبه می کنیم ازای           ضمنی دو بار مشتق می گیریم و      را به عنوان                به

3 5y x x 
1( )f  (6,1)A
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اولمشتق :  21 3 5y y y  
(6,1)A 2 11

1 3(1) 5 ( ) (6)
8

y y y f        

مشتق دوم:  2 26 3 5yy y y y    

1
(6,1), y

8
A  

2 21
6(1)( ) 3(1) 5

8
y y   

13
( ) (6)

256
y f     

دوم تابع معکوسمشتق

:روش دوم 
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وضعیت خطوط مماس و قائم بر تابع معکوس

A    شیب خط مماس یا قائم بر     در
شیب خط مماس یا قائم بر     در    

1


f

1f 

A

y mx h         یعنی اگر معادلاۀ ممااس در     ،                            باشاد، معادلاۀ ممااس در

.و یا به عبارتی دیگر                             استمعکوس آن یعنی             

AA

x my h 
x h

y
m m

 

( , )A a b

( , )A b a

f

1f 

قائم

قائم

f

:جالبه بدونید 

.ضابطه های خطوط مماس یا قائم بر دو منحنی     و         در نقاط      و       معکوس یک دیگر هستند
1f 

A A
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وضعیت خطوط مماس و قائم بر تابع معکوس

(1,3)A شیب مماس بر     در    
شیب مماس بر     در    

1


f

1f 

(3,1)A

1

2
 Aشیب قائم در    

در              ممااس اسات، fخط                        بر نمودار تابع معکوس پاذیر 

.ضریب زاویۀ خط قائم بر نمودار تابع       در            را بدست آورید

2 5y x 3x 
1f 

1x 

(3,1)A

مماس شده است، پس نتیجه می گیاریم کاه fدر              بر نمودار تابع ( 2با شیب)

:عرض نقطۀ تماس برابر عرض خط مماس در این نقطه است یعنی             ، پس 

2 5y x 3x 
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مشتق توابع وارون

f

y x
1f 
f ( , )A b a

1f 
f

.در دو حالت زیر تابع پیوسته       مشتق پذیر نیست

، تاابع       (دمشتق چپ و راست با یکدیگر نابرابر باشا)اگر تابع    در نقطۀ                مشتق ناپذیر و زاویه دار باشد (1

یناۀ چون     و       نسبت به            قر.)در نقطۀ متناظرآن، یعنی                 نیز مشتق ناپذیر و زاویه دار خواهد شد

(هم هستند

فت پس بر طبق آن می توان گ( یادتونه؟؟)در تخته های قبل فرمول                                     را بیان و اثبات کردم(2

ار     باه بیاان دیگار، هرجاا نماود. در نقاطی که                    باشد، تابع       در متناظر آن نقاط مشتق پذیر نیسات

.مماس افقی داشته باشد، تابع      در متناظر آن نقاط، مشتق پذیر نیست

1f 

( , )A a b

1 1
( ) ( )

( )
f b

f a

  


( )f x 
1f 

1f 
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مشتق توابع وارون

، پس      در نقطه ای باه از طرفی     در            وجود ندارد                          . تابع    پیوسته است

ز هم چنین                    است، پس تابع      در نقطاۀ متنااظر آن نیا. طول متناظر آن، مشتق پذیر نخواهد بود

.بنابراین روی هم، تابع     در دو نقطه مشتق پذیر نیست. مشتق پذیر نیست

( (2) 1f 
  , (2) 12)f 

  ff 2x 
1f 

( )f  
1f 

1f 

2x 3 3
( )

3

x
f x

x

 
 


در چند نقطه مشتق پذیر نیست؟تابع معکوس تابع             

2x 
23

( )
1

x
f x


  

 2x 

2x 
دلیل حذف مساوی رو می دونید دیگه ؟ نابرابری مشتق چپ و راست
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مفاهیم مشتقات مراتب بالاتر

fدرa مشتق دوم دارد هرگاه:

fدرa مشتقn اُم دارد هرگاه:

1 )fدرa2.پیوسته باشد)( ) ( )f a f a 
 3)( ) ( )f a f a 

 

1 )fدرa2.پیوسته باشد)( ) ( )f a f a 
 n)( 1) ( 1)( ) ( )n nf a f a 

 

n+1)( ) ( )( ) ( )n nf a f a 

تعمیم یافتۀ مطلب بالا
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مفاهیم مشتقات مراتب بالاتر

1 1
lim ( ) lim ( ) (1) 1
x x

f x f x f a b c
  

     

(1)f یار از پیوستگی      در            نتیجه می گیریم که            موجود است و لذا بر اساس آن چه گفتیم ساه شارط ز

: برقرار خواهد بود 

1x  f 

:aدرfپیوستگی (1

در            پیوسته اگر مشتق دوم تابع                               

کدام است؟باشد،       

3

2
( )

x
f x

ax bx c


 

  1x 

1x 

(2)f

1x 

1)32)13)74)1/2
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مفاهیم مشتقات مراتب بالاتر

2)( ) ( )f a f a 
 :

(1) (1) 3 2f f a b 
     

23
( )

2

x
f x

ax b


  

 1x 

1x 

3b  
6

( )
2

x
f x

a


  

 1x 

1x 
(1) (1) 6 2 3f f a a 

      
2 3a b 

3)( ) ( )f a f a 
 :

1a b c  
1c  

3

2
( )

3 3 1

x
f x

x x


 

  1x 

1x 
2(2) 3(2) 3(2) 1 7f    

.صحیح است3گزینۀ 
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مفاهیم مشتقات مراتب بالاتر

x  3( )f x x x              مشتق در           از کدام مرتبه به بعد وجود ندارد ؟در تابع ،

.این تابع از هر مرتبه ای مشتق پذیر است(44(33(22(1

4:ابتدا تابع را از حالت قدرمطلقی خارج می کنیم 

3

4
( )

x
f x x x

x


  

 x 

x 

x  1 )fدر           پیوسته است.

( ) ( )f f 
   

3

3

4
( )

4

x
f x

x


  

 x 

x 
2)

3)
2

2

12
( )

12

x
f x

x


  


( ) ( )f f 

   
x 

x 
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24
( )

24

x
f x

x


  


( ) ( )f f 

   
x 

x 
4)

(4)
24

( )
24

f x


 


(4) (4) (4) (4)( ) 24, ( ) 24 ( ) ( )f f f f        
x 

x 
5)

و این یعنی تابع مزبور در           از مرتبۀ چهارم به بعد مشتق ندارد

.صحیح است( 3)پس گزینۀ به بیان دیگر تابع     در             فقط سه مرتبه مشتق پذیر است(. وجود ندارد)                  

x 
(4) ( )fx  f

مفاهیم مشتقات مراتب بالاتر

nُم تابع                           در          ،      مرتبه مشتق پذیر است و از مرتبۀ              ا

.به بعد مشتق ندارد

( ) nf x x xx ( 1)n
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مفاهیم مشتقات مراتب بالاتر

( ) [ ]nf x x x در            مشاتق برای آن کاه تاابع                  حداقل مقدار      

سوم داشته باشد، چه قدر است ؟

nx 

. در این تست نیز مانند تست قبل، شروع ما با حذف         و تعیین مقدار برای آن در حوالی             است

ابطه در بررسی مشتق     اُم توابع شامل قدرمطلق و جزء صحیح در            ، ابتدا تابع را در حوالی     ض

.بندی می کنیم، یعنی قدرمطلق و جزء صحیح آن را حذف می کنیم

[ ]xx 

nx aa

1

1

x

x

 

  
( ) [ ]n

n
f x x x

x


  



.هر مقداری از     قابل قبول است(44(33(22(1 n
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مفاهیم مشتقات مراتب بالاتر

x  f1.در           پیوسته است) if 1n  

f

و هم چنین هر سه شرط لازم قبلی نیز برقرار خواهد باود و لاذا پس اگر             باشد،                       

.صحیح است3بنابراین گزینۀ . می گوییم تابع    در           مشتق سوم خواهد داشت

4n ( ) ( )f f 
  

x 

( ) [ ]nf x x xُم تابع                              در           ،              مرتبه مشتق پذیر است و از مرتبۀ    ا

.به بعد مشتق ندارد

x ( 1)nn

)4
1

1

x

x

 

  3
( )

( 1)( 2) n
f x

n n n x 


  

  
if 4n   ( ) ( )f f 

  

3)
1

1

x

x

 

  2
( )

( 1) n
f x

n n x 


  

 

if 3n   ( ) ( )f f 
  

2)
1

1

x

x

 

  1
( )

n
f x

nx 


  



if 2n   ( ) ( )f f 
  



ید در تخته های امروز چند فرمول مهم را که با چند بار مشتق گیری می توان به آنها رس

.را برایتان بدست آورده و به همراه حل نمونه سوال به شما آموزش می دهم

@samansalamian

هم تر برای حل این گونه تست ها باید حوصله، دقت و تمرکز کافی داشته باشید و از همه م: هشدار 

سرجلسۀ اینکه قبلاً در خانه چند بار برای خود نحوۀ دستیابی به فرمول ها را اثبات کرده باشید تا

تواند یادتان باشد تستی که همه آن را رها می کنند می. کنکور ناامید نشده و تست را رها نکنید

.تو باشدسکوی پرش 

ریتم تا چند مشتق را محاسبه کنید، به: روش کلی حل این مدل تست 

.پی برده و فرمول مورد نظر را بیابید

nمشتق    اُم توابع کسری



 1 1
(1 )

4 4 1 14

11( 2) 4 5 ...(4 1 1)11 11( 2) (4 5 ... 13)
( ) ( )

(2 3) (2 3) (2 3)
f x f x

x x x

        
   

  

هاا اگر رابطۀ بالا سرجلسۀ کنکور به ذهنتان نرسید چه ایاده ای داریاد ؟ ر

...ارماما من پیشنهاد بهتری دکردن تست و به سراغ تست بعدی رفتن؟
@samansalamian

nمشتق    اُم توابع کسری

.مشتق دهم تابع روبرو را بدست آورید

 ( )
( ) ( 1)...( 1)1

( ) ( )
( ) ( )

n

n

k k n

c k k k n
f x f x

cx d cx d 
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nمشتق    اُم توابع کسری

احتماال همانطور که گفتم اگر تنها به حفظ کردن فرمول بسنده کنید باا: و اما توصیۀ من 

95نکور بالایی روز کنکور دچار آشفتگی خواهید شد، لازم  به ذکراست که قرار نیست در ک

با خودتون نگید هر جور شده این چند تاا فرماول. )لزوماً از همین فرمول ها استفاده شود 

تست تکراری مطرح نمیشه که بگی مدلشو حفظ می کنم،(روحفظشون می کنم

اری تنها زمانی از پس این تست ها برمی آیید کاه از آنهاا چناد با. ریاضیات حفظی نیست

اولی رو ) ازید مشتق بگیرید تا به ریتم پی ببرید و بتوانید از دل مشتق ها فرمول لازم را بس

( :براتون اثبات می کنم تا ببینید چگونه باید برخورد کنید 
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( )nc

دارم چی می بینم؟ 

به ازای هربارمشتق گیری یک واحد به توان مخرج اضافه می شود) nباشد، بعاد از kپس اگر توان مخرج . 1

.خواهد بودk+nبار مشتق گیری توان آن 

.در مخرج، در عبارت صورت ضرب می شودxبه ازای هربار مشتق گیری، یک بار قرینۀ ضریب ( 2

.در فرمولاین هم دلیل حضور    

nمشتق    اُم توابع کسری

ر بار مشتق گرفتم و نتیجۀ زی2به فرض مثال من از تابع مطرح شده 

:حاصل شد 

   
3 2

4 8 5 6

11 2 4(2 3) 11 ( 2) 411 11(( 2) 4 5)
( ) ( ) ( )

(2 3) (2 3) (2 3) (2 3)

x
f x f x f x

x x x x
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د عاد: به ازای هربار مشتق گیری، توان مخرج در عبارت صورت ضرب می شود، هم چنین توجه کنید که همواره ( 3

.، یک واحد از توان مخرج کمتر است(که شبیه اعداد فاکتوریلی است)پایانی این عدد ِ حاصل ضربی 

.ظاهر می شود( ازهر مرتبه ای) هم به عنوان یک ضریب ثابت هیچ نقشی نداشت و عیناً در هر مشتقی11عدد (4

nمشتق    اُم توابع کسری

:و به این ترتیب به فرمولی که در اولین تختۀ امروز بیان کردم می رسیم 

 ( )
( ) ( 1)...( 1)1

( ) ( )
( ) ( )

n

n

k k n

c k k k n
f x f x

cx d cx d 
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.برای تمرین بیشتر مشتق هفتم توابع زیر را بدست آورید

nمشتق    اُم توابع کسری

2 4 1
(3 2) 1

23 3 3

3 2 3 (3 2)

x
y

x x


  

  
 

7 7
(7)

1 8 8

1 1 ( 5) (1 2 ... 7) 1 (5) 7!

(3 5 ) (3 5 ) (3 5 )
y y

x x x

       
   

  
ال (

2 1

3 2

x
y

x





ب (

.ظاهر تابع را تغییر می دهیم

7

6
(7)

8 8

1
( 3) (1 2 ... 7)

3 7!3

(3 2) (3 2)
y

x x

 
          

 

(                                       ب(                                        ال 
1

3 5
y

x




2 1

3 2

x
y

x








اگر تابع کسری ظاهری مانند آنچه که گفته شد نداشت باید چه کرد؟ حال 

@samansalamian ( 2)x  م   توجه داشته باشید که عبارت                  از مرحلۀ دو. صحیح است4پس گزینۀ 

.مشتق گیری به بعد تبدیل به صفر و حذف می شود

:ابتدا کمی ظاهر تابع را تغییر می دهیم 

2
( ) ( )

1 1

( 4) 8 8 8( 1) (1 2 ... ) 8 !
( ) ( 2) ( ) (1) 8 !

( 2) 2 (2 ) (2 )

n
n n

n n

x n n
f x x f x f n

x x x x 

     
          

    

( 2)n  کدام است؟اُم تابع                                 در nمشتق 
2 4

( )
(2 )

x
f x

x





1x 

nمشتق    اُم توابع کسری

1                                  )2                                  )3                    )4) )رصف 1) !n n8( 1) !n n8 !n
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nمشتق    اُم در توابع مثلثاتی

می پردازیم، یعنی cos(ax+b)و sin(ax+b)اُم توابع nدر اینجا فقط به مشتقات 

انیم مشتق توابع دیگر مثلثاتی را ابتدا باید برحسب این دو تابع بنویسیم تا بتو

:موردنظر آن ها را پیدا کنیم 

( )

( )

( ) sin( ) ( ) sin ( )
2

( ) cos( ) ( ) cos ( )
2

n n

n n

n
f x ax b f x a ax b

n
f x ax b f x a ax b





 
      

 

 
      

 



از ریاضیات پایه را بخاطر دارید؟؟؟ 2sinacosb=sin(a+b)+sin(a-b)و sin2a=2sinacosaدو فرمول مثلثاتی 

.در حل این تست گره گشاست

nمشتق    اُم در توابع مثلثاتی

به ازای               کدام است؟مشتق دهم تابع                   2( ) 4sin cosf x x x
2

x




1                                  )2                                  )3                    )4) 13 113 1 13 113 1 

5 x 5 3x 

2

(1 ) 1 1 (1 ) 1 1

( ) 4sin cos 2(2sin cos )cos 2sin2 cos sin 3 sin

1 1
( ) 3 sin( 3 ) sin( ) 3 sin 3 sin ( ) 3 ( 1) (1) 3 1

2 2 2

f x x x x x x x x x x

f x x x x x f
  

     

             

.صحیح است1پس گزینۀ 

ثاتیبه خاطر داشته باشید که وجود مضارب فرد     در کمان نسبت های مثل

.سینوس و کسینوس، باعث منفی شدن آن ها می شود
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مشتقات مراتب بالاتر و توابع زوج و فرد

6

sin
( )

cos 3

x x
f x

x x




 
(4)، حاصل                 کدام است؟اگر                            ( )f

1                             )2                            )3              )4)
1

3


1

6
1

f رد،ابتدا به زوج یا فرد بودن تابع دقت کنید، این تابع فرده چون                                       ، پس      زوج و      ف

وند و یا از قبل نیز می دانیم که توابع فرد یا در مبدأ مختصات تعری  نمی ش. زوج و خلاصه         فرد است

(. ن باشادزیرا نمودار توابع فرد باید نسبت به مبدأ متقار)است صفردر صورت تعری  شدن، مقدارشان الزاماً 

سات از طرفی در گزینه ها برای تابع فرد        در مبدأ مختصات چهار مقدار ارائه شده است و این بدان معنی ا

.و لذا                         می شودکه تابع فرد       در مبدأ مختصات تعری  

.صحیح است4پس گزینۀ 

 ( ) ( )f x f x  f 

f 
(4)f

(4)f
(4)f(4) ( )f 
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(3) (3)

( )

( ) 1 cos ( )
( ) sin

( ) sin ( )

( ) cos ( )

g

g x x g
g x x x

g x x g

g x x g


     

   
   

   

6

sin
( )

cos 3

x x
f x

x x




 
(3)، حاصل                 کدام است؟اگر                            ( )f

1                             )2                            )3              )4)
1

3


1

6
1

sinx x

از شما پرسیده و مطمئناً نمی توانید از زوج بودن تابعاین همان تست قبلی نیست در این تست      !!! اشتباه نکنید

فر در      استفاده کنید زیرا توابع زوج در مبدأ مختصات می توانند هر مقداری داشته باشند کاه آن مقادار لزومااً صا

ارد، به ما نیست و در حل این تست باید از ایدۀ دیگری استفاده کنید، اینکه                     در            ریشۀ مرتبۀ سوم د

:بسیار کمک خواهد کرد زیرا 

(3) ( )f
(3)f

x 

عامل های صفر کننده در مشتقات مراتب بالاتر



(3)

6

( ) sin ( ) 1

1 1 1
( ) ( )

cos 3 1 3 2

g x x x g

h x h
x x
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:یادآوری 

x=a را ریشۀ مرتبۀn اُم معادلۀg(x)=0 می گوییم، هرگاه:

عامل های صفر کننده در مشتقات مراتب بالاتر

( 1)( ) ( ) ( ) ... g ( )ng a g a g a a      و ( )g ( )n a 

تا n
نیاز داریم، بنابراین کافی است مشتق x=0درfاست و ما نیز به مشتق سوم x-sinxریشۀ مرتبۀ سومِ x=0پس 

به دست آوریم و آن گاه این مقدار را در مابقی تابع،x=0را به ازای x-sinxسوم 

:یعنی . ضرب کنیم، عدد بدست آمده همان              استx=0به ازای :                                 یعنی 

.صحیح است3پس گزینۀ 

6

1

cos 3x x 
(3) ( )f

(3) 1 1
( ) 1 ( )

2 2
f     
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آهنگ متوسط تغییر

( ) ( )f b f a

b a




.می گویند[a,b]در بازۀ fپیوسته باشد،                              را آهنگ متوسط متغیر [a,b]در بازۀ fاگر تابع 

.مساوی                              است[a,b]در fبه بیانی دیگر، متوسط تغییرات  ( ) ( )f b f a

b a
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آهنگ متوسط تغییر

همان شیب خط [a,b]در بازۀ fآهنگ متوسط تغییر تابع : تعبیر هندسی 

.می گذردf، واقع بر نمودار تابع b,aقاطعی است که از دو نقطه به طول های 

b a کار نزدیک شود و یا به عبارتی دیگر               ، آن گاه باید از بهaبی نهایت به bاگر 

صرف نظر کنیم باه دلیال آن کاه [a,b]در بازۀ fبردن عبارت آهنگ متوسط تغییر 

، یعنای آهناگ (به صفر میل می کنادbوaفاصلۀ بین ) دیگر بازه ای در کار نیست

اتفاق افتاده است و به همین دلیال سااده، باه جاای aدر ( لحظه)تغییر در یک آن

. استفاده می کنیمaدر fتغییر ( لحظه ای)آهنگ متوسط تغییر از عبارت آهنگ آنی 

):هم چنین از قبل می دانیم  ) ( )
lim ( )
b a

f b f a
f a

b a
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، aدر fآهنگ آنای تغییار : تعبیر هندسی 

x=aدر fهمان شیب خط مماس بر نماودار 

.است

( )f a یعنی وقتی متغیر زمان است، می توانیم به )است  t=aدر fزمان باشد،             همان تغییر سرعت fچنان چه متغیر 

(.جای کلمۀ آهنگ از سرعت نیز استفاده کنیم

تغییر( لحظه ای)آهنگ آنی

.می گویندaدر fرا آهنگ آنی تغییر مشتق پذیر باشد،      aدرfاگر تابع  ( )f a
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تست آهنگ متوسط و لحظه ای

2( ) 4 (1 )
1

t
V t  

یک سوراخ در ظرف ایجاد می شود، اگر t=0لیتر آب است، در لحظۀ 40یک ظرف آب مشتمل بر 

ثانیه از رابطۀ                                    به دست آیاد، در چاه tحجم آب باقیمانده در ظرف پس از 

است؟( ثانیه)t=100تاt=0برابر آهنگ متوسط تغییر آن از vزمانی، آهنگ آنی تغییر 

1)252)12/53)504)45
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.صحیح است( 3)پس گزینۀ 

( )t

بر اساس آن چه ( tدرvیا سرعت لحظه ای تغییر )در لحظۀ     (v)آهنگ آنی تغییر حجم 

آهنگ متوسط تغییر . در زمان        ( tبرحسب vمشتق ) گفته شد، برابر است با          

برابر                              می باشد و در نتیجه کافی است[0,100]حجم نیز در بازۀ زمانی 

:زمان مناسب         را به دست آوریم که با قرار دادن                     

t

tV t

(1 ) ( )

1

V V

 (1 ) ( )
( )

1

V V
V t


 



2 1
( ) 4 (1 ) 2 4 ( )(1 )

1 1 1
t

t t
V t V         , (1 ) ( ) 4

1 1

V V 




(1 ) ( )
( )

1

V V
V t


 

 1 4 1
2 4 ( )(1 ) 1

1 1 1 1 2

t t
       

تست آهنگ متوسط و لحظه ای

5t  s



:محاسبه کنیم t=4تعیین و دست آخر مقدار آن را به ازای tرا نسبت به mتنها کافی است مشتق 
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تست آهنگ متوسط و لحظه ای

1)96/252)48/1253)192/54)24/06

2 21 1
6 (4) 6(4) 96 / 25

2 2 4
t tm t m

t
       

3( ) 2m t t t  آهناگ رشاد . ساعت دارای جرم                          گرم استtیک تودۀ باکتری پس از 

کدام است؟t=4جرم تودۀ باکتری در لحظۀ 

.صحیح است( 1)گزینۀ 
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کاربرد آهنگ تغییر در علم اقتصاد

کالا تولید می کند، بدیهی است برای تولید آن ها مای بایسات( مقدار)واحد xفرض کنید یک شرکت تولیدی 

زیناۀ هزینه ای بپردازد و چون هزینۀ تولید همواره ثابت نیست و به عواملی چون تعداد کالای تولیاد شاده، ه

ابه تبلیغات، تورم و چندین و چند عامل دیگر بستگی دارد، شرکت ها معمولاً براساس اطلاعات آمااری و مشا

صااد باه سازی، هزینۀ تولید محصولاتشان را برحسب تابعی از تعداد آن محصول، ارائه می کنند که در علم اقت

بدیهی است بلافاصله از فروش محصولی کاه هزیناۀ تولیاد آن. می گویند(c(x))کالا xآن تابع هزینۀ تولید 

می گویند و اگار (R(x))تابعی از تعداد کالای تولید شده است، درآمدی حاصل می شود که به آن تابع درآمد 

:می رسیم، پس (p(x))هزینه ها را از درآمدها کم کنیم به تابع سود شرکت 
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:و همچنین 

:کالا تولید کند، آن گاه ( مقدار)واحدxاگر شرکتی 

کاربرد آهنگ تغییر در علم اقتصاد

:تقسیم کنیم به توابع متوسط آن ها می رسیم یعنی xاگر هرکدام از توابع مطرح شده را بر

: ( )C xتابع درآمد است.تابع هزینه است. : ( )R xتابع سود است. : ( )P x

.تابع هزینۀ متوسط است
( )

:
C x

x
.تابع درآمد متوسط است

( )
:
R x

x
.تابع سود متوسط است

( )
:
P x

x

( ) ( ) ( )P x R x C x 
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کاربرد آهنگ تغییر در علم اقتصاد

هایی به اما جالب تر آن است که بدانید در علم اقتصاد از واژۀ آهنگ تغییر استفاده نمی شود و به جای آن لغت ن

واحاد کاالا xیعنی وقتی           را محاسبه می کنیم، نمی گوییم آهنگ تغییر تابع هزینه را به ازای . کار می رود

واحد کالا را بدست آورده ایام و مفهاوم شاهودی و قابال xتعیین کرده ایم، بلکه می گوییم هزینۀ نهایی تولید 

. اُمین کالا برابر          است(x+1)واحد کالا تولید می کند، هزینۀ تقریبی xدرک آن، این است که وقتی شرکتی

:بنابراین . حتماً از قبل به یاد دارید که                                              ) 

( )C x

( )C x

( 1) ( ) ( )C x C x C x 

.تابع سود نهایی است : ( )P x .تابع هزینۀ نهایی است : ( )C xتابع درآمد نهایی است. : ( )R x



2 2/4 4 1 1x x x     
@samansalamian

کاربرد آهنگ تغییر در علم اقتصاد

باه . واحد کالا مساوی                                                  تومان اساتxهزینۀ تولید 

ازای چه تعداد تولید کالا، هزینۀ نهایی برابر هزینۀ متوسط است؟

2( ) 4 5 /4C x x x  

4 4
5 /8 5 /4 /4x x x

x x
      

.صحیح است( 3)پس گزینۀ 

2( ) 4 5 /4 4
5 /4

( ) 5 /8

C x x x
x

x x x

C x x

  
   


   

( )
( )

C x
C x

x
 

1)702)603)1004)50



@samansalamian

آهنگ های تغییر وابسته

:برای درک کامل جملات بالا، به مثال مطرح شده در تختۀ بعدی توجه کنید 

، علی رغم آن که به یک دیگر وابستگی دارندz,y,x,…در اکثر موارد چند متغیر مانند 

یر یعنی بین هم دارای رابطه یا اتحاد به خصوصی هستند، هر کدام وابسته به متغ

.دیگری نیز هستند که این متغیر در اکثر موارد می تواند زمان باشد
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آهنگ های تغییر وابسته

را نشان می دهد که Bو Aدو اتومبیل . کنیدبه شکل مقابل خوب نگاه 

km/h100با سرعت Bاز غرب و اتومبیل km/h50با سرعت Aاتومبیل 

از شما. از شمال در حال نزدیک شدن به محل تقاطع دو جاده می باشند

و km4مساوی Oتا نقطۀ Aفاصلۀ اتومبیل شود وقتی پرسیده می 

است، در آن لحظۀ به خصوص، این دو اتومبیل با km3برابر Bاتومبیل 

چه سرعتی به یک دیگر نزدیک می شوند ؟

B

A

O
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آهنگ های تغییر وابسته

B

A

Ox

y
z

2 2 2x y z 

برای پاسخ به این سوال یکبار دیگر شاکل را باه هماراه جزئیاات

ده شاده آن چه در این سوال پرسی: ببینید . بیشتر ترسیم می کنم

مای تاوانیم . در لحظۀ بخصوصی می باشدZاست، سرعت تغییرات 

واضح است .( زمان استt)بگوییم        مورد سوال قرار گرفته است 

:رابطۀ فیثاغورث به صورت مقابل برقرار است z,y,xکه بین
tZ 
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2 2 2t t txx yy zz   

ر ساه هم چنین می دانیم هرکدام از این متغیرها خود به متغیر دیگری نیز وابسته هستند، در این مسائله ها

نسبت به زماان zمتعیر وابسته به زمان هستند و آن چه مورد سوال نیز قرار گرفته است، آهنگ تغییر متغیر 

(t)اکنون باید از رابطۀ فیثاغورث مزبور نسبت به زمان مشتق بگیریم. در یک لحظۀ بخصوص است:

آهنگ های تغییر وابسته

.قرار دادن علامت منفی الزامی است

4x  3y , 5z 
2 2 2x y z 

م حال نوبت آن است که مقادیر معلوم را قرار دهی

:تا         پیدا شود، داریم 
tZ 

A)سرعت اتومبیل ( 5t

km
x

h
   B)سرعت اتومبیل ( 1t

km
y

h
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را وقتی متحرکی به مقصد مورد نظری نزدیک می شود، علامت سرعت آن

.ممنفی و وقتی دور می شود، علامت سرعت آن را مثبت در نظر می گیری

آهنگ های تغییر وابسته

ty
tx

هستند، علامات         و          را Oهر دو در حال نزدیک شدن به نقطۀ Bو Aبه همین دلیل نیز چون دو اتومبیل 

هردو تاابعی از زماان هساتند؟؟ yوxبه بیان دیگر می توان گفت مگر اینطور نیست که . منفی در نظر می گیریم

نزولی بوده و مشاتق هار تاابع y(t)و x(t)کاهش می یابند می توانیم بگوییم توابع yو t ،xپس وقتی با افزایش 

. نزولی هم منفی است پس به همین دلیل           و           را منفی در نظر می گیریم

txty
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2(4)( 5 ) 2(3)( 1 ) 2(5) z 1t t

km
z

h
       

آهنگ های تغییر وابسته

ز حال به سوال برمی گردیم و به سراغ پیدا کردن تنها مقدار باقی ماناده یعنای        ا

.مطریق جاگذاری باقی مقادیر یافته شده در رابطۀ                                           می روی
tZ 

2 2 2t t txx yy zz   

ن ها به علامت منفی        نشانگر کم شدن      است به بیان دیگر برخورد ماشی

.یکدیگر را نشان می دهد
tZ Z
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رابطه ای بین متغیرهای موجود در مسئله می نویسیم) .ترسیم نموداری از مسئله در این زمینه بسیار راه گشاست. 1

.مشتق می گیریم( اکثر موارد زمان)از رابطۀ حاصل شده نسبت به متغیر مورد نظر ( 2

:البته دقت داریم که . با قرار دادن مقادیر معلوم در رابطۀ اخیر، مجهول مورد نظر را بدست می آوریم( 3

.به ازای کاهش یک متغیر، آهنگ تغییرات آن را منفی و به ازای افزایش آن، آهنگ تغییراتش را مثبت در نظر بگیریم

الگوی حل مسائل کمیت های وابسته
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اگر قاعدۀ مخروط باه . ، مطابق شکل زیر محاط شده استm5مخروطی درون نیم کره ای به شعاع 

به طرف پایین حرکت کند، در لحظه ای که فاصلۀ آن m/s0/2موازات سطح قاعدۀ نیم کره با آهنگ 

باشد، آهنگ تغییر زاویۀ رأس مخروط کدام است؟ m3با ک  نیم کره 

الگوی حل مسائل کمیت های وابسته

1)0/42)0/053)0/24)0/1
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پاس . متساوی السااقین اساتOABمثلث . دوباره به شکل مقابل دقت کنید

، نیمساز آن نیز می باشد و در نتیجه زاویۀ     را نص  مایOارتفاع نظیر رأس 

:داریم . می نامیمrو شعاع قاعدۀ آن را hارتفاع مخروط را . کند

الگوی حل مسائل کمیت های وابسته

2



A B

O

55

r
h

مشتق نسبت به زمان
cos

2 5

h


1
sin

2 2 5
t

t

h



 

3
cos

2 5 5

h
  می باشد، پس                                و ازآن جا                                        h=3در لحظۀ مورد بررسی 

:حال محاسبات را ادامه می دهیم 

2 4
sin 1 cos

2 2 5
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الگوی حل مسائل کمیت های وابسته

4
sin , /2

2 5
th


  

1
sin

2 2 5
t

t

h



 

1 4 /2 1

2 5 5 1
t t

Rad

s
 


     

الان ممکنه بپرسی چر از کسینوس استفاده کردیم ؟؟

چون اگه از سینوس استفاده می کردیم گره می خوردیم باه      و ماا از سارعت 

!!!تغییرات اون هیچ خبری نداریم
tr

.صحیح است( 4)پس گزینۀ 


