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∑تابعی باشد که بر اعداد صحیح ، fدو عدد صحیح و همچنین  nو  mهرگاه  نماد سیگما: f(i)n
i=m تعریف شده باشد ، آنگاه نماد ∑  

…,n به ازای اعداد fنشانگر حاصل جمع مقادیر تابع  ,m+ 1,m : می باشد و داریم 

∑f(i)

n

i=m

= f(m) + f (m+ 1) + f (m+ 2) +⋯+ f(n) 

مهم اند ( و      nو mدر سیگما ، اندیس جمع بندی گویند و در تعیین جواب آخر تأثیری ندارد )در جواب آخر فقط  iبه حرف  تذکر:

 و ... نیز قرار داد. kو jمی توان به جای اندیس جمع بندی حروف دیگری مانند 

نظر است (را مانند دنباله به صورت  رد نتی که زیر سیگما قرار می گیرد )عبارتی که حاصل جمع عمومی آردر اکثر مواقع عبا تذکر:

∑اندیس دار نمایش می دهند . ai
n
i=1

= a1 + a2 + a3 +⋯+ an−1 + an                                                                        

 اگر تعداد جملات در یک حاصل جمع عمومی نامتناهی باشد به آن سری نامتناهی گویند .تذکر:

 خواص سیگما: 

1)∑ 1

n

i=1

= n                            2)∑c

n

i=1

= cn 
             
→   ∑ c

n

i=m

= c(n− m+ 1) 

3)∑(Aai +Bbi)

n

i=m

= A∑ ai

n

i=m

+ B∑bi

n

i=m

 

4) ∑ ai

n

i=m+1

=∑ai

n

i=1

−∑ai

m

i=1

              
→    ∑ ai

n

i=m

= an +∑ai

n−1

i=m

 

5) ∑ ai

m+n

i=m

=∑a(i+m)

n

i=0

∑        یا         a(i−m)

m+n

i=m

=∑ai

n

i=0

 ( قانون لغزاندن اندیسها )                            

6)∑ai−

n

i=1

ai+1 = a1 − an+1                                                                        ( قاعده ادغام یا تلسکوپی ) 

 یادگیری فرمولهای زیر در حل مسائل مربوط به سیگما به ما کمک می کند. نکته:

1)∑i

n

i=1

= 1+ 2+ 3+⋯+ n =
n(n + 1)

2
 

2)∑i2
n

i=1

= 1
2
+ 2

2
+ 3

2
+⋯+ n2 =

n(n + 1) (2n+ 1)

6
 

3)∑i3
n

i=1

= 1
3
+ 2

3
+ 3

3
+⋯+ n3 = (

n(n + 1)

2
)

2
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4)∑ri_1
n

i=1

= 1+ r + r2 +⋯+ rn−1 =
rn − 1

r − 1
     (دنباله هندسی)               

∑اگر  تست( log (1−
1

k
2
)

111

k=2
= log A  عدد ،A  ( 55 –خارج  –کدام است؟)سراسری ریاضی 

1)5125/1                                 2)515/1                                  3)5125/1                                4)525/1 

 2گزینه حل(

∑log(1−
1

k2
)

111

k=2

=∑log(
k2 − 1

k2
)

111

k=2

=∑log (
(k− 1)(k + 1)

k × k
)

111

k=2

=∑log(
k − 1

k
)(

k + 1

k
)

111

k=2

 

=∑log

(
k − 1
k

)

(
k

k + 1
)

111

k=2

=∑(log(
k− 1

k
) − log (

k

k+ 1
))

         قاعده تلسکوپی        
→             

111

k=2

log
1

2
− log

111

111
= log

(

 
 
 

1

2

111

111)

 
 
 

 

= log
111

211
     

 
⇒      A =

111

211
= 1/515  

 

اگر فرض کنیم که نمودار تابع  مساحت به عنوان حد مجموع:

f  به صورت شکل روبه رو باشد و بخواهیم مساحت محدود به
,a]را در بازه  fتابع  b]  بیابیم ؛ بایداین ناحیه را به تعدادی

م کنیم سیقمستطیل با عرضهای برابر )افراز منظم( مطابق شکل ت
مستطیل برای پوشش این ناحیه استفاده کنیم ،  n. اگر از 

 خواهیم داشت:

 

                               

                                        ..... 

              a        x1      x2     xn−3 xn−2   xn−1  b  

    a= x1 < x1 < x2 < ⋯ < xn−1 < xn = b 

طول هر بازه = ∆x =
b − a

n

 
→ چون عرض مستطیلها برابر است

.f(xi)امٌ برابر  iبا توجه به شکل مساحت مستطیل  ∆x    (f(xi)  ارتفاع مستطیل و∆x ) می باشد پس اگر مساحت تقریبی عرض آن

 در نظر بگیریم آنگاه خواهیم داشت: Snناحیه مذکور را 

Sn = f (x1) . ∆x + f (x2) . ∆x + ⋯+ f(xn).∆x =∑f(xi).∆x  

n

i=1

        ,      xi = a + i(∆x)   

                         
→        Sn =∑f(a +

i(b − a)

n
) . (

b − a

n
)  

n

i=1

 

n )یعنی nاست و با افزایش  bتا aتقریبی از مساحت ناحیه  Sn تذکر:
 
 ( مساحت تقریبی به مساحت واقعی نزدیک می شود . ∞→

S واقعی = lim
n
 
→∞

Sn 
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ا استفاده از مستطیل های با عرض ب bتا  aها در ناحیه  xو محور  fبرای تقریب مساحت محدود به تابع مجموع بالا و پایین)ریمان(: 

برابر می توان مستطیل ها را به گونه ای انتخاب کرد که مساحت تقریبی بیشتر از مساحت تقریبی شود)مجموع بالا( و یا کمتر از مساحت 

 واقعی شود )مجموع پایین(.

 

 

 

                           b                        a                                                                  b                        a 

 مجموع پایین             مجموع بالا                                                                                                    

نمایش دهیم با توجه به اینکه این  Ln(f)و مجموع پایین آن را با  Un(f)با  fاگر مجموع بالای تابع  محاسبه مجموع بالا و پایین:

 مجموع ها وابسته به صعودی و نزولی بودن تابع می باشند خواهیم داشت :

 در بازه ای که تابع صعودی است
 
⇒

{
  
 

  
 Un(f) =∑f(a + i∆x). ∆x  

n

i=1

             

Ln(f) = ∑f (a+ (i − 1)∆x) . ∆x  

n

i=1

 

    در بازه ای که تابع نزولی است
 
⇒

{
  
 

  
 Un(f) =∑f(a + (i − 1)∆x) . ∆x  

n

i=1

Ln(f) = ∑f(a + i∆x). ∆x  

n

i=1

              

 

در توابع صعودی برای تعیین مجموع بالا باید ارتفاع بزرگتر مستطیل ها را در نظر بگیریم و ارتفاع بزرگتر در سمت راست هر بازه  تذکر:

 اتفاق می افتد و در توابع نزولی برعکس .

,a]روی بازه  fاگر  نکته: b] : پیوسته و یکنوا باشد آنگاه 

 اختلاف مجموع بالا و پایین
 
⇒Un(f) − Ln(f) = |f(b) − f(a)|∆x = |f(b) − f(a)|

b − a

n
 

f(x)برای تابع  تست( =
x

x+1
nبا انتخاب  [1,2]، روی بازه   = کدام است؟  U4، در بررسی انتگرال معین ، مجموع بالا یعنی  4

 (22 –خارج  –)سراسری ریاضی 

1)25/1                              2)12/1                                 3)15/1                                    4)15/1  

 3گزینه  حل(

U4(f) =∑f(a + i∆x).∆x  

4

i=1

[1,2] صعودی است پس∶                                                                                 تابع f در بازه
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a = 1 , b = 2 
 
⇒∆x =

2− 1

4
=

1

2
          

  
⇒U4(f) =∑f(

i

2
) .

1

2
  

4

i=1

 

 
⇒ U4(f) = (f(

1

2
)+ f(

2

2
) + f (

3

2
)+ f(

4

2
))

1

2
= (

1

3
+

1

2
+

3

5
+

2

3
)
1

2
=

12

21
= 1/15 

f(x)تابع با ضابطه  تست( = {
x گویا                2

x گنگ           3−
Un(f)مفروض است . حاصل   − Ln(f)  برای  [1,1]در بازهn = کدام است؟  11

 ( 21 –خارج  –)سراسری ریاضی 

1)1-                                    2)2                                             3)3-                                          4)5 

 4گزینه  حل(

به  Ln(f)قرار می دهیم و برای  2عدد  f(xi)به جای  Un(f)است ؛ پس برای  -3و مینیمم آن  2عدد  fاز آنجایی که ماکزیمم تابع 

x∆                                                                                              ( را قرار می دهیم .-3عدد ) f(xi)جای  =
1−1

11
=

1

11
 

U11(f) =∑f(xi). ∆x  

11

i=1

=
1

11
(

 2+ 2+⋯+ 2⏞        

تا11

)

 = 2      

L 11 (f) =∑f(xi).∆x  

11

i=1

=
1

11
(

 −3− 3−⋯− 3⏞          

11تا

)

 = −3

}
 
 
 
 

 
 
 
 

  
⇒ 2− (−3) = 5 

Rn(f)به مجموع  مجموع ریمان: = f (c1)∆x +⋯+ f(cn)∆x = ∑ f(ci).∆x  
n
i=1

یک نقطه  ciمجموع گویند که در آن  

,xi−1]درونی بازه  xi]  می باشد به همین دلیل هموارهLn(f) ≤ Rn(f) ≤ Un(f) . خواهد بود 

f(x)مجموع تابع با ضابطه  تست( = log
4x+1

4x
]روی بازه  

7

5
,
15

5
nبرای  [ = در وسط هر زیر بازه ی افراز شده است و    ciوقتی  4

∆x  (53 –ها برابرند کدام است ؟)سراسری ریاضی 

1)
1

4
log 2                               2) 

1

2
log 2                                3) 

1

4
log 3                               4) 

1

2
log 3 

 1گزینه  حل(

∆x =

51

5
−

7

5

4
=

1

4
∶   بازها                                     [

 7 

5
 ,
 2 

5
 ] , [

 2 

5
 ,
11

5
 ] , [

11

5
 ,
13

5
 ] , [

13

5
 ,

51

5
 ]         

c1 =
 5 

5
     c2 =

 11  

5
    c3 =

 21  

5
     c4 =

 14 

5
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⇒R4(f) =

1

4
(f (1) + f(

 11  

5
)+ f(

 21  

5
)+ f(

 41  

5
)) =

1

4
(log

5

4
+ log

6

5
+ log

7

6
+ log

5

7
) 

=
1

4
(log(

5

4
×

6

5
×

7

6
×

5

7
)) =

1

4
log 2  

Rn(f)وسط هر بازه باشد آنگاه  ciلازم به ذکر است که وقتی  =
Un(f)−Ln(f)

2
بوده و می توانستیم در تست فوق از این نکته نیز  

 استفاده کنیم )که البته طولانی تر می شد(.

اگر عمل انتگرال گیری را عکس عمل مشتق گیری تعریف کنیم آنگاه همانطور که برای هر نوع تابع رابطه ای برای مشتق  انتگرال معین:

 می توان برای انتگرال هر نوع تابع نیز رابطه ای ارائه داد .آن داشتیم 

F′(x)که  f(x)خود تابعی است مانند  F(x)در فصل مشتق دریافتیم که مشتق تابع تذکر:  = f(x)  می باشد . حال با توجه به اینکه

 انتگرال عکس مشتق عمل می کند خواهیم داشت:

∫f(x)dx = F(x) + c               یا               ∫ F′(x)dx = F(x)+ c 

از آنجاییکه اگر به یک تابع تابع اولیه گویند . F(x)یک مقدار ثابت )عدد ثابت( می باشد و در این فصل به تابع  cدر روابط فوق  تذکر:

ایجاد نخواهد کرد )چون مشتق عدد ثابت صفر است( این مقدار  ( f(x))اولیه مقداری ثابت اضافه یا کم شود تغییری در تابع مشتق آن 
به عنوان یک مجهول در انتگرال نامعین در نظر می گیریم و اگر بخواهیم مقدار آن را به دست آوریم باید از شرایطی که  cثابت را با حرف

 در مسئله داده شده است استفاده کنیم .

 تابع اولیه آن می رسیم و اگر از تابع اولیه مشتق بگیریم به تابع زیر انتگرال می رسیم . یعنی : اگر از یک تابع انتگرال بگیریم به نکته:

(∫ f(x)dx)
′

= (F(x)+ c)′ = f(x) 

∫اگر  تست(
dx

√(2x+1)2
3

= A(2x + 1)k + c  ، باشدA  ( 72 –کدام است ؟)سراسری تجربی 

1)
2

3
                                       2)

3

4
                                     3)

4

3
                                     4)

3

2
 

 4گزینه  حل(

 از طرفین مشتق می گیریم
→            

(

 
 
 

∫
dx

√(2x + 1)
2

3

)

 
 
 

′

= (A(2x + 1)
k
+ c)

′

 
 
⇒

1

√(2x + 1)
2

3
= 2Ak(2x + 1)

k−1
 

 
⇒ (2x + 1)

−
2

3
= 2Ak (2x + 1)

k−1  
⇒

{
 
 

 
 k − 1 = −

2

3

 
⇒k =

1

3
                           

2Ak = 1
                        
→        

2

3
A = 1

 
⇒ A =

3

2
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′(F(u))از آنجایی که  نکته: = u′. F′(u)  می باشد و در این فصلF′ = f  :فرض شده است ، پس 

∫f(u)dx =
1

u′
F(u)+ c 

∫اگر  تست( f(x)dx = Ax  باشد ، آنگاه∫ f (
3

4
x)dx  ( 75 –برابر کدام است ؟)سراسری ریاضی 

1)
3

4
A(

3

4
x)                         2) 

3

4
A(

4

3
x)                         3) 

4

3
A(

3

4
x)                              4)

4

3
A(

4

3
x) 

  3گزینه  حل(

∫f(x)dx = Ax
 
⇒∫f(u)du =

1

u′
A(u)

 
⇒∫f(

3

4
x)dx =

  1  

3

4

A(
3

4
x) = 

4

3
A(

3

4
x) 

 با توجه به خواصی که برای مشتق توابع داشتیم هریک از موارد زیر برای انتگرال نامعین قابل اثبات است :ویژگی های انتگرال نامعین: 

1)∫kf(x)dx = k∫ f(x)dx 

2)∫(f(x) ± g(x))dx = ∫f(x)dx± ∫g(x)dx 

3)∫u′. f(u)dx = F(u) + c 

4)∫(f ′(x).g(x) + f(x). g′(x))dx = f(x).g(x) + c 

5)∫(
f ′(x).g(x) − f(x). g′(x)

g2(x)
)dx =

f(x)

g(x)
+ c          ,      g(x) ≠ 1 

  فرمولهای انتگرال نامعین:

1)∫dx = x + c                   2)∫undx =
1

(n + 1) . u′
un+1 + c   

 
⇒∫(2x + 1)3dx =

1

4(2)
(2x + 1)4 + c 

3)∫ sin udx = −
1

u′
cos u + c                     

 
⇒∫sin (2x + 1) dx = −

1

2
cos (2x + 1) + c 

4)∫ cosudx =
1

u′
sin u + c                         

 
⇒∫cos (2x + 1)dx =

1

2
sin(2x + 1) + c 

5)∫(1+ tan2 u)dx =
1

u′
tan2 u + c         

 
⇒∫(1+ tan2 (2x + 1))dx =

1

2
tan (2x + 1) + c 

6)∫(1+ cot2 u)dx = −
1

u′
cot u + c       

 
⇒∫(1+ cot2 (2x + 1))dx = −

1

2
cot (2x + 1) + c 
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7)∫
dx

√1−u2
=

1

u′
sin−1 u+ c = −

1

u′
cos−1 u + c     

 
⇒∫

dx

√1− (2x + 1)
2

=
1

2
sin−1 (2x + 1) + c 

7− 1)∫
u′

√a2 − u2

dx = sin−1 u

a
+ c 

5)∫
dx

1+ u2
=

1

u′
tan−1 u + c = −

1

u′
cot−1 u + c        

 
⇒∫

dx

1+ (2x + 1)2
=

1

2
tan−1(2x + 1) + c 

5− 1)∫
u′

a2 + u2
dx =

1

a
tan−1 u

a
+ c 

2)∫eudx =
1

u′
eu + c            

 
⇒∫e

(2x+1)
dx =

1

2
e
(2x+1)

+ c 

11)∫
u′

u
dx = Ln|u|+ c               

 
⇒∫

2

2x + 1
dx = Ln |2x + 1| + c 

11− 1)∫u′. tan udx = ∫u′.
sin u

cos u
dx = −Ln|cos u| + c 

11− 2)∫u′. cot u dx = ∫u′.
cos u

sin u
dx = −Ln|sinu| + c 

همواره در محاسبه انتگرال های نامعین باید از روابط فوق استفاده کرد پس هر سوال را باید با استفاده از روشهای مختلف )تجزیه ، تذکر:

 آوریم .به یک یا چند تا از حالتهای فوق تبدیل کرده و سپس حاصل انتگرال نامعین را بدست اتحاد ، گویا کردن و ... ( 

xبا شرط  تست( > ∫داریم :  1
3−3x

1−√x
dx = x. f(x) + c  ،f(x)  (21 –برابر کدام است ؟)سراسری تجربی 

1)3+ 2√x                      2) 3+√x                         3) 3x − √x                      4) 2x − 3√x  

 1گزینه  حل(

∫
3− 3x

1−√x
dx = ∫

3(1− x)

1− √x
dx = ∫

3(1− √x) (1+ √x)

1− √x
dx = ∫(3+ 3√x)dx = ∫ 3dx +∫ 3√xdx 

= 3x + 2x√x + c = x. f(x) + c
 
⇒ f(x) = 3+ 2√x 

  

x)√∫اگر  تست( 
2 −

1

x
2
)
2

+ 4  dx = f(x)

3x
+ c  آنگاه ،f(x)  (54 –کدام است ؟)سراسری ریاضی 

1)x4 − 3                              2)x3 − 4                              3) x3 + 4                                4) x4 + 3 
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 1گزینه  حل(

؟ = ∫√x4 +
1

x4
+ 2   dx = ∫√(x2 +

1

x2
)

2

   dx = ∫(x2 +
1

x2
)dx = ∫x2dx + ∫

1

x2
dx 

=
x3

3
+ c1 −

1

x
+ c2 =

x3

3
−

1

x
+ c =

x4 − 3

3x
+ c =

f(x)

3x
+ c

 
⇒ f(x) = x4 − 3 

𝜋با شرط  تست(

2
< x <

3𝜋

2
+1√∫، حاصل   tan2 x  . sin 2xdx  (22 –خارج  –کدام است ؟ )سراسری تجربی 

1)−2 cos x + c                2)−2 sin x + c                 3)2 cos x + c                   4) 2 sin x + c 

 3گزینه  حل(

    1+tan2
x=

1

cos
2
x
      

→               ?  = ∫√
1

cos2 x
  .  sin 2x dx = ∫ |

1

cos x
|  .  2 sin x cos xdx

   
𝜋

2
<x<

3𝜋

2
 
 
⇒ cosx<1

→               

= ∫−
1

cos x
. 2 sinx cos x dx = −∫ 2 sinx dx = −2(−cos x) + c = 2 cos x + c 

∫اگر  تست(
3x

√x−1
dx = f(x)√x − 1+ c  ، باشدf(x)  (57 –خارج  –کدام است ؟ )سراسری ریاضی 

1)2x + 1                            2) 2x + 2                          3) 2x + 3                          4) 2x + 4 

 4گزینه  حل(

؟ = 3∫
x − 1+ 1

√x − 1
dx = 3∫√x − 1 dx + 3∫

1

√x− 1
dx = 3(

2

3
(x − 1)√x− 1+ 2√x − 1) + c 

= √x − 1(2x − 2+ 6) + c = f(x).√x − 1+ c     
 
⇒ f(x) = 2x + 4 

yشیب خط بر منحنی  تست( = f(x)  در هر نقطه ی ،M(x, y)  واقع بر آن برابر
3

(x−1)2
است . اگر منحنی این تابع از نقطه ی  

 (21 –خارج  –بگذرد ، معادله ی خط مجانب افقی آن کدام است؟)سراسری ریاضی  (2,1)

1)y = −3                              2) y = 2                            3) y = 3                            4) y = 4 

 4گزینه  حل(

f ′(x) =
3

(x − 1)
2
      

 
⇒∫f ′(x)dx = ∫

3

(x − 1)
2
dx

 
⇒ f(x) =

−3

(x − 1)
+ c     ,    (2,1) ∈ f 
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⇒ f (2) = 1

 
⇒

−3

2− 1
+ c = 1

 
⇒ c = 4

 
⇒ f(x) =

−3

x − 1
+ 4 

 بدست آوریم : ∞±برای تعیین مجانب افقی باید حد تابع را در 

lim
x
 
→±∞

f(x) = lim
x
 
→±∞

(
−3

x + 1
+ 4) = 1+ 4

 
⇒ y = 4   

                
    مجانب افقی     ←

,  f (Ln(f)هر گاه دنباله های عددی مجموع های بالا و پایین تابع  انتگرال معین:  Un(f))  به یک عدد منحصر به فرد مانندA 

,a]را انتگرال معین این تابع در بازه  Aهمگرا باشد آنگاه عدد  b] : می نامیم و می نویسیم 

A = ∫ f(x)dx
b

a

= F(x) |
b
a
= F(b)− F(a) 

xها و خطوط  xو محور  fبا توجه به تعریف فوق انتگرال معین همان مساحت محدود به نمودار تابع  = a  وx = b . است 

∫با توجه به شکل رو به رو ، حاصل  تست( √4− x2dx
2

−2
 2              ( 22 –خارج  –کدام است ؟)سراسری تجربی  

1)2𝜋 − 2                      2)𝜋 + 2                     3) 2𝜋                          4) 4𝜋                       2                2- 

 3گزینه  حل(

∫ √4− x2dx
2

−2
= مساحت نیم دایره     =

𝜋(2)2

2
= 2𝜋 

برای اینکه یک تابع در یک بازه انتگرال پذیر باشد باید  نکته:
اولا   در آن بازه پیوسته باشد

دوما  در آن بازه کراندار باشد
} 

f(x)اگر تابع در بازه ی بسته ای کراندار باشدو فقط در تعداد محدودی نقطه ناپیوسته باشد آنگاه انتگرال پذیر است مانند  نکته: = [x] 

g(x)یا  = sgn(x)   

  قضایای انتگرال معین:

1)∫ f(x)dx
a

a

= 1                    2)∫ cdx
b

a

= c(b − a)                       3)∫ f(x)dx
b

a

= −∫ f(x)dx
a

b

    

4)∫ (Af(x) + Bg(x))dx
b

a

= A∫ f(x)dx
b

a

+B∫ g(x)dx
b

a

 

5)∫ f(x)dx
b

a

= ∫ f(x)dx
c

a

+∫ f(x)dx
b

c

 

6)f(x) ≤ g(x)
 
⇒∫ f(x)dx

b

a

≤ ∫ g(x)dx
b

a

 

 ها قرار می گیرند باید با علامت منفی در نظر بگیریم . x حوردر محاسبه انتگرال معین با استفاده از مساحت،سطوحی را که زیرم تذکر:

 



 (انتگرال) 4 فصل ديفرانسيل  كيا مقدس نياك

 

11 

 

,a−]در بازه  fاگر  نکته: a] : انتگرال پذیر باشد آنگاه
                    ∫ f(x)dx

a

−a
= 1                    

              
1) اگرf فرد باشد    ←

                     ∫ f(x)dx
a

−a
= 2∫ f(x)dx

a

1
      

 
← 2) اگر f زوج باشد

}     

∫پیوسته و  [3,1−]بر  fنسبت به مبدأ مختصات متقارن است . اگر  [1,1−]در بازه  fنمودار تابع  تست( f(x)dx
1

1
= A   و

∫ f(x)dx
−1

−3
= B   حاصل ،∫ f(x)dx

1

−3
 (75 –کدام است؟)سراسری ریاضی  

1)B                                 2)A2                                   3) A + 2B                                   4)2A + B 

 1گزینه حل(

∫ f(x)dx
1

−3
= ∫ f(x)dx

−1

−3
+∫ f(x)dx

1

−1⏟      
= ∫ f(x)dx

1

−3
= B 

  فرد است برابر صفر می باشد fچون                                                                                                

در محاسبه انتگرال معین توابع شامل قدر مطلق باید عبارت داخل قدر مطلق را در بازه ی بین حدود انتگرال تعیین علامت کرده و نکته: 

 بدست آوریم . با توجه به علامت آن قدر مطلق را حذف کنیم و سپس حاصل آن را

f(x)اگر  تست( = |x| + |x + ∫، حاصل  |1 f(x)dx
2

−1
 (21 –خارج  –کدام است؟)سراسری تجربی  

1)5                                 2)6                                 3)5/6                                4)7 

 4گزینه  حل(

؟ = ∫ (|x| + |x + 1|) dx 
1

−1
+∫ (|x| + |x + 1|) dx

2

1
= ∫ (−x + x + 1)dx 

1

−1
+∫ (x+ x + 1) dx

2

1
 

= ∫ 1dx + ∫ (2x + 1) dx = x |
1

−1

2

1

1

−1
+ (x2 + x) |

2

1
= (1− (−1)) + ((4+ 2) − (1)) = 1+ 6 = 7 

باید به جای جز صحیح با توجه به حدود انتگرال گیری عدد مناسب قرار در محاسبه ی انتگرال معین شامل توابع با جز صحیح نکته : 

 دهیم . 

∫حاصل تست(  [√x]dx
16

1
 (23 _کدام است ؟ )سراسری ریاضی  

1) 31                                 2) 31                                      3) 32                                   4)34 

 4گزینه حل( 

?= ∫ [√x]dx
4

1
+∫ [√x]dx

2

4
+∫ [√x]dx

16

2
= ∫ 1dx

4

1
+∫ 2dx

2

4
+∫ 3dx

16

2
= x|

4

1
 + 2x |

2

4
 + 3x |

16

2
    

= (4− 1) + 2(2− 4) + 3(16− 2) = 34 
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,a]در بازه  fاگر تابع  قضیه مقدار میانگین در انتگرالها: b]  پیوسته باشد ، در اینصورت حداقل یکc : در این بازه وجود دارد که 

f(c) =
∫ f(x)dx
b

a

b − a
 

 را مقدار متوسط یا میانگین تابع می نامیم .  f(c)در اینصورت 

,a]در توابع خطی مقدار متوسط تابع در مرکز بازه  نکته: b]  رخ می دهد یعنیf(
a+b

2
 مقدار متوسط تابع خواهد بود . (

f(x)میانگین تابع با ضابطه  تست( =
x
2
−1

x
 (23 –خاج  –کدام است ؟)سراسری ریاضی  [1,3]، بر بازه ی 

1)2− Ln√3                             2) 3−Ln3                               3)
4

3
                                        4)

5

3
 

 1گزینه  حل(

f(c) =

∫
x2 − 1
x

dx
3

1

3 − 1
=

∫ xdx
3

1
− ∫

1
x
dx

3

1

2
=

x2

2
|
3

1
 − Lnx |

3

1

2
=

1

2
(2− 1) − (Ln3− 1)

2
= 2−

Ln3

2
= 2− Ln√3 

 قضایای بنیادی حساب دیفرانسیل و انتگرال :

,a]در بازه  fفرض کنید تابع  قضیه بنیادی اول: b]  پیوسته باشد ، آنگاه تابعF(x) = ∫ f(t)dt
x

a
,a]روی   b]  پیوسته بوده و در بازه

,a)باز  b) : مشتق پذیر است و داریم 

F′(x) = f(x)             یا             (∫ f(t)dt
x

a

)

′

= f(x) 

قضیه بنیادی اول می گوید مشتق یک انتگرال معین نسبت به متغیری که در حد بالایش قرار دارد ، برابر است با تابع زیر انتگرال تذکر : 

 به ازای آن متغیر .

 باشند آنگاه : xهر دو تابعی از  vو uاگر  نکته:

(∫ f(t)dt
u

v

)

′

= u′. f(u) − v′. f(v) 

G(x)اگر  تست( = x2 ∫
Ln(t+2)

t
2

dt
√x

2
′Gباشد ،     (24 –است؟)سراسری ریاضی  Ln2چند برابر  (4)

1)1                                  2)5/1                                    3)2                                    4)3 

 3گزینه  حل(

G(4) = 4
2
∫

Ln (t + 2)

t2
dt

√4

2

 
⇒G′(x) = x2. (∫

Ln (t + 2)

t2
dt

√x

2
)

′

= x2.
1

2√x

Ln (√x + 2)

(√x)
2

 

=
xLn (√x + 2)

2√x 

 
⇒G′ (4) =

4Ln (4)

4
= Ln4 = 2Ln2 
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,a]بر fاگر قضیه بنیادی دوم: b]  پیوسته باشد وF(x)  یک تابع اولیه برایf(x) : باشد آنگاه 

∫ f(x)dx
b

a

= F(b) − F(a)          یا               F(x) |b
a
  = F(b) − F(a) 

 در انتگرالهای معین نام متغیر را می توان عوض کرد به شرطی که حدود انتگرال نیز متناسب با آن تغییر کند . تذکر:

 مثلا  
        
→  ∫ f(x)dx

2

1
= ∫ f(√x)d(√x)

4

1
= ∫

f(√x)

2√x
dx

4

1
 

 همواره برای هر انتگرال معین داریم : نکته:

∫ f(x)dx
a

b

= ∫ f(x − k)dx
a+k

b+k

           ,      ∫ f(x)dx
a

1
= ∫ f(a − x)dx

a

1
 

∫حاصل  تست( f |√x − 2| dx
2

1
 (23 –خارج  –، کدام است؟) سراسری ریاضی  

(2(صفر                                 1
5

3
                                          3)4                                         4)

16

3
 

 4گزینه  حل(

∫ f |√x − 2| dx
2

1
= ∫ f |x − 2| dx2

3

1
= ∫ 2x |x − 2| dx

3

1
= ∫ 2x (2− x)dx

2

1
+∫ 2x (x − 2)dx

3

2
 

= ∫ (4x − 2x2)dx
2

1
+∫ (2x2 − 4x)dx

3

2
= (2x2 −

2x3

3
)|

2

1
  + (

2x3

3
− 2x2) |

3

2
  =

61

3
 

  کاربرد های انتگرال:

 عمومی نامتناهی )حاصل سری نامتناهی ((محاسبه برخی حاصل جمع های 1

∫ f(x)dx
b

a

=∑f(xi). ∆x

∞

i=1

 

limبا استفاده از مفهوم انتگرال معین ، حاصل  تست(
n
 
→∞

∑ √
i

n
3

n
i=1

 (52 –کدام است ؟)سراسری ریاضی  

1) 
1

6
                                       2) 

1

3
                                          3) 

2

3
                                         4) 

4

3
 

 3گزینه  حل(

?=∑√
i

n
.
1

n

∞

i=1

        

   f(xi)=√
i

n
    ,    ∆x=

1

n
  

→                   = ∫ √xdx
1

1
=

2

3
x

3

2
|
1

1
  =

2

3
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  (محاسبه مساحت:2

∫ها باشد مساحت برابر  xها باشد : در اینصورت اگر نمودار بالای محور  xالف( نمودار تابع در بازه مورد نظر بالا یا پایین محور  f(x)dx
b

a
 

∫−ها باشد مساحت برابر  xبوده و اگر نمودار پایین محور  f(x)dx
b

a
 خواهد بود . 

f(x)با توجه به نمودار تابع با ضابطه  تست( = x −√x  (55 –، مساحت ناحیه سایه زده کدام است؟)سراسری تجربی 

1) 
1

6
                        2) 

1

3
                          3) 

2

3
                            4) 

4

3
 

 1گزینه حل(

 =ابتدا     و برای نقطه انتها باید:1ابتدا باید نقاط ابتدا و انتهای بازه را بیابیم :        

x − √x = 1    
 
⇒     x = √x 

    با فرض x≥1    ،    به توان 2   
→                  x2 = x     

 
⇒x2 − x = 1   

 
⇒ x(x − 1) = 1 {

x = 1

x = 1
 

 هاست مساحت برابر : xمی باشد . با توجه به اینکه ناحیه زیر محور  1برابر پس نقطه انتهایی 

−∫ f(x)dx
1

1
= −∫ (x − √x)dx

1

1
= −∫ xdx

1

1
+∫ √xdx

1

1
= −

x2

2
|
1

1
 +

2

3
x

3

2
|
1

1
  = −(

1

2
− 1)+ (

2

3
− 1) 

= −
1

2
+

2

3
=
−3+ 4

6
=

1

6
 

حالت باید مساحت قسمت هایی که  اینها باشد : در xها و بخشی دیگر پایین محور  xمورد نظر بالای  بازهب( بخشی از نمودار تابع در 
 ها قرار دارند را از آنها کم کنیم. xها قرار دارند را مستقیما  از انتگرال آنها بدست آوریم و مساحت قسمت هایی که زیرمحور xبالای محور 

f(x)مساحت ناحیه محصور بین نمودار تابع با ضابطه  تست(  = {
x        − 2 ≤ x ≤ 1

x2            1 ≤ x ≤ 3
xها و دو خط  x، محور   = 3, x = −2 

 (21 –خارج  –بی رکدام است؟)سراسری تج

1)5                                        2)2                                      3)11                                       4)11 

 4گزینه  حل(

 ها پس: xبالای محور  [1,3]ها بوده و در بازه  xنمودار زیر محور  [2,1−]با توجه به اینکه در بازه 

∫ f(x)dx
3

−2
= −∫ xdx

1

−2
+∫ x2dx

3

1
= −

x2

2
|
1

−2
 +

x3

3
|
3

1
 = −(1− 2) + (2− 1) = 11 

,1]روی بازه  fاگر نکته :  b] : اکیدا  صعودی و پیوسته باشد آنگاه  

∫ f(x)dx
b

1
= bf(b) − ∫ f−1(x)dx

f(b)

1
            

      مثلا      
→       ∫ sin−1 x dx

1

1
= 1×

𝜋

2
−∫ sin x dx

𝜋

2

1
=
𝜋

2
− 1 
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,a]در بازه  gو  fتابع  2ج(مساحت محدود بین  b]  این مساحت برابر :∫ |f(x)− g(x)|dx
b

a
می باشد که با توجه به علامت              

f(x) − g(x) . باید قدر مطلق حذف گردد و حاصل انتگرال به دست آید 

yمساحت ناحیه محدود به نمودار تابع تست( = x2|x|  و خط به معادله یy =  (23 –، کدام است ؟)سراسری ریاضی   5

1)16                                  2)15                                   3)22                                    4)24  

 4گزینه  حل(

 تابع را بیابیم : 2چون بازه ی انتگرال گیری را مشخص نکرد باید نقاط تللاقی 

x2|x| = 5 
 
⇒ {

x3 = 5     
 
⇒x = 2      

−x3 = 5     
 
⇒x = −2

    
 
⇒S = ∫ |5− x2|x||dx

2

−2
 

 چون تابع زیر انتگرال زوج بوده و حدود انتگرال گیری نیز متقارن است پس :

∫ |5− x2|x|| dx
2

−2
= 2∫ (5− x3) dx = 2

2

1
(5x |

2

1
−
x4

4
|
2

1
) = 2((16− 1) − (4− 1)) = 24 

y1هر طاق توابع  نکته: = sin ax  وy2 = cos ax  به مساحت
2

|a|
 می باشد . 
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