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 رسم نمودار توابع

در مبحث رسم نمودار تابع تقریباً از همه مباحث قبلی )حد ، پیوستگی ، مجانبها ، یکنوایی تابع ، اکسترمم های نسبی ، جهت تقعر و 
شود . در واقع با استفاده از این مفاهیم رفتار تابع را به صورت تقریبی حدس می نقطه عطف قائم و نقاط مشتق ناپذیر ( استفاده می 

 زنیم و سپس آن را رسم می کنیم .

fدارد ، شرایط خاصی برای  fبا توجه به هر شرایطی که نمودار  تذکر:  رقم می خورد . این شرایط از حالات زیر خارج نیست: ′

صعودی )نزولی( باشد  fالف(
               
⇔     f  ها قرار می گیرد . xمحور بالای )پایین(  ′

باشد  fمینیمم )ماکسیمم( نسبی  x=aب(نقطه 
            
⇔   f  x=aها به بالای )پایین( آن می رود و در نقطه ی  xاز پایین )بالای( محور ′

 ها را قطع می کند . xمحور 

به سمت بالا )پایین( باشد  fپ(جهت تقعر تابع 
            
⇔   f  صعودی )نزولی( اکید خواهد بود .′

باشد  fافقی یا مایل تابع  اگر نقطه ی عطف x=aت(نقطه ی 
             
⇔    f  دارای اکسترمم نسبی است . x=aدر نقطه  ′

به صورت      باشد  fث(اگر خط مماس در نقطه عطف تابع 
             
fنقطه اکسترمم در     ⇔  ها است . xزیر محور  ′

به صورت      باشد  fاگر خط مماس در نقطه عطف تابع  ج(
             
fنقطه اکسترمم در     ⇔  ها است . xبالای محور  ′

به صورت      باشد  fاگر خط مماس در نقطه عطف تابع  چ(
             
fنقطه اکسترمم در     ⇔  ها است . xروی محور  ′

باشد  fنقطه عطف قائم تابع x=a اگر  ح(
             
⇔    x=a  مجانب قائم با انفصال مضاعفf   . است ′

باشد  fنقطه بازگشت تابع x=a اگر  خ(
             
⇔    x=a  سادهمجانب قائم با انفصال f   . است ′

باشد  fنقطه گوشه تابع  x=aد(اگر 
             
⇔    f fتعریف نخواهد شد و حد راست و چپ  x=aدر  ′   هر دو موجود x=aدر  ′

 و نابرابر خواهند بود .                                                        

باشد  fمجانب مایل تابع  y=ax+bذ(اگر خط 
             
fمجانب افقی  y=aخط     ⇔  خواهد بود . ′

باشد  fمجانب افقی تابع  y=cر( اگر خط 
             
fها( مجانب افقی  x)محور  y=0خط     ⇔  خواهد بود . ′

 x=aدر نقطه  fز(مشتق راست و چپ تابع 
             
fحد راست و چپ     ⇔  خواهد بود . x=a در نقطه  ′

 

                     aیا                                         a... یا                
        
⇒                   a                          الف و ب و پ( 

                                           f                                                 f ′                                                  f ′ 

 

 

                    aیا                                          a... یا                
        
⇒                   a                          الف و ب و پ( 

                                           f                                                 f ′                                                  f ′  
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f ′′ > 0
 
⇒ f                                                                                                                                         صعودی′

                                      a 

                                                     
        
⇒                                    a                                 (ثو  ت  

                                                                                               f ′′ < 0
 
⇒ f  نزولی′

                                        f                                                                                  f ′  

 

 

           a                                  
         
⇒                                     a                                   ت و ج( 

                                              f                                                                                  f ′ 

 

 

                                         a                                    
         
⇒                                          a                    ت و چ( 

                                           f                                                                                        f ′    

 

 

                                              a                                   
         
⇒                                          a                    ح( 

                                           f                                                                                       f ′    

 

                                                                                                                                    a 

                                              a                                   
         
 )ح                                          ⇒

                                                f                                                                                   f ′    

                                                  ±∞ 

                                                  

                                              a                                   
         
⇒                                       a      خ( 

                                              f                                                                                           f ′ 
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                                        a                               
         
⇒                                aخ( 

                                           ∓∞ 

                                   f                                                                                  f ′           

 

 

                                        a                               
         
 )د                                       ⇒

                                       f                                                                       a       f ′ 

 

fو  fحالت کلی موارد فوق را می توان در نمودار های   زیر ملاحظه کرد . ′

       y     

                                                                                                                                             y = 1    

f )           1                       c                                                

     −1                 a    b            d        e      f       g   h       i   

 

f مجانب مایل 
 
⇒y− 0 = 1(x − 1)  

 
⇒  y = x − 1   

 
⇒  f    مجانب افقی′

 
⇒   y = 1 

fمجانب افقی  
 
⇒   y = 1       

 
⇒      f    مجانب افقی′

 
⇒   y = 0 

        y  

 

f ′)                           b                               g                                                                x 

                         a         c   d       e      f            h     i 
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yشکل روبرو نمودار تابع  تست( = f(x)  است . نمودارf ′(x)  (33 –خارج  –به کدام صورت است ؟ )سراسری ریاضی 

                                                                                                                                                   y 

 

     1)                                         2)                                                                             x 

 

 

3)                                                  4) 

 

 2گزینه حل(

y مجانب افقی f است = a   خط  
 
⇒   f    مجانب افقی′

 
⇒   y =    خط  0

 
⇒  گزینه های 1 و 3 حذف                

 نمودار f یک نقطه عطف با خط مماس به صورت      
   
⇒ f یک اکسترمم نسبی با طول منفی  نمودار′

 
⇒  گزینه 2         

  در زیر محور x ها دارد                                  در x های منفی دارد                                           

در مبدأ مختصات و  fبا همین دو مورد جواب مسئله به دست آمد در صورتی که می توانستیم از نقطه مینیمم تابع لازم به ذکر است که 

 های مثبت برای اطمینان بیشتر در انتخاب جواب صحیح استفاده کنیم . xاز نقطه عطف آن در 

 است : چگونه x=aدر همسایگی نقطه  fبرای آنکه ببینیم نمودار تابع تحلیل نقطه ای : 

1)f ′(a)  را می یابیم و با توجه به علامت آن یکنوایی و یا اکسترمم نسبی بودن نقطهx=a . را تشخیص می دهیم 

2) f ′′(a) را می یابیم و با توجه به علامت آن جهت تقعر و یا نقطه عطف بودن نقطهx=a . را تشخیص می دهیم 

باشد  fامُ تابع  nریشه مکرر مرتبه  x=aاگر  نکته:

f است.                         
g
x اکسترمم تابع  = aزوج باشد نقطه n1) اگر

 
 

   a           x         یا               a            x
 

f است.
g
x نقطه عطف افقی تابع  = a باشد نقطه n ≥ {2) اگر n فرد و 3

  
 

  
 

 

yنمودار تابع با ضابطه ی تست( =
x

2
+1

x
3
+1

 (  44 –خارج  –چگونه است ؟) سراسری ریاضی  x=0در نزدیکی نقطه ی  

                     y                                             y                                             y                                          y 

                                        (4                                           (3                                             (2                                         (1 

                                   x                                              x                                              x                                           x  
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′y                                                               1گزینه حل(  =
2x(x3

+1)−3x2
(x

2
+1)

(x
3
+1)

2
=
−x

4
−3x2

+2x

(x
3
+1)

2

 
⇒y′(x = 0) = 0 

x                                              

y′ x ،+0 و−0 قرار دهیم.              +               −        (−x3 − 3x + 2) x کافی است در =  برای تعیین علامت′y در اطراف 0

y 

                   min 

yدر توابع به صورت  نکته: = |f(x)|  اگرx=a  ریشهf(x)  باشد و بخواهیم نمودار تابع را در این نقطه مورد بررسی قرار دهیم کافی

 را یک ریشه مکرر از مرتبه زوج در نظر بگیریم . x=aاست 

f(x)=x|x2مثلاً تابع  − x|  در نقطهx=0 : 

f(x) = x |x (x − 1)|
 
⇒ {
x برای داخل قدر مطلق مرتبه زوج  = 0          

 محسوب شده و برای بیرون قدر مطلق مرتبه فرد 

 
x برایf(x) مرتبه فرد است⇒ = 0

 
 نقطه عطف افقی است⇒

 در تحلیل نقطه ای از هم ارزی هایی که در فصل حد داشتیم می توان استفاده کرد . نکته:

f(x)نمودار تابع  تست( =
1

6
x3 − x+ sin x  در همسایگیx=0  (46 –ریاضی  –چگونه است؟)سراسری 

1)                                2                                       )3                                    )4) 

 

 2گزینه  حل(

x
 
→0

sinx~x
→     f(x) =

1

6
x3 − x+ x =

1

6
x3  
⇒ f ′(x) =

1

2
x2 ≥ 0

 
 تابع صعودی است→

 
⇒ x =  عطف افقی 0

f ′′(x) = x
 
⇒ {
x
 
→0+  

 
⇒ f ′′ > 0

 
→    تقعر رو به بالا  

x
 
→0−  

 
⇒ f ′′ < 0

 
→ تقعر رو به پایین  

 

 رسم نمودار توابع چند جمله ای الف(

می کنیم تا بدانیم نمودار از کجا شروع  این توابع را مشخص ∞±است پس ابتدا حد در  (از آنجاییکه دامنه توابع چند جمله ای برابر 1

 و به کجا ختم می شود .

 (ریشه های مکرر از مرتبه زوج نقاط اکسترمم نسبی و ریشه های مکرر از مرتبه فرد نقاط عطف توابع چند جمله ای خواهند بود .2
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f(x) = x2 (x − 3)
3
                                                            

 اکسترمم
 
← x = x عطف            0 = 3                                                      

در مواردی که نمودار تابع داده شده و ضابطه آن مد نظر است باید به محل نقاط اکسترمم و عطف تابع توجه شود )این نقاط در  نکته:  

x  در نقاط خاصی بر نمودار رسم شده دقت شود .های مثبت قرار دارند یا منفی؟! ( باید به خطوط مماسی که 

n)ریشه ساده باشد دارای  nتابعی که دارای  نکته: −  اکسترمم نسبی است . (1

yشکل مقابل نمودار تابع  تست( =
2

3
x3 + ax2 + bx  است . زوج مرتب(a,b)  به کدام صورت می تواند باشد؟)سراسری تجربی– 

 y                                                                                                                                         (44 –خارج 

1و −)(1  − −و 1)(3                  (4 و 1−)(2                 (4                                   (4 و1 )(4                  (4

                                                                                                                                X 

  1گزینه  حل(

y′ = 2x2 + 2ax
 
⇒y′′ = 4x + 2a = 0

 
⇒x =

−2a

4
=
−a

2
 

a−های مثبت رخ داده پس  xچون نقطه عطف نمودار در

2
>  1حذف و با توجه به گزینه های  4و  3پس گزینه های  a<0در نتیجه  0

aپس  2و  = yمی باشد.  1− =
2

3
x3 − x2 + bx                                                                                                                

cاکسترمم نسبی با طولهای مختلف العلامه دارد ، پس  2از آنجایی که تابع 

a
 .باید منفی باشد  ′yدر ضابطه  

y′ = 2x2 − 2x + b
 
⇒
c

a
=
b

2
< 0

 
⇒b < 0

 
⇒ b = −4  

f(x)شکل روبرو ، نمودار تابع با ضابطه تست( = x4 − x3 + ax2 +bx  ، استb  (34 –خارج  –کدام است؟)سراسری ریاضی 

1 )−11                    2)−11                     3)−3                    4)−4                                          y 

                                                                                                                   x 

 1−                                                                                                                                1گزینه حل(

xبا توجه به شکل نقطه  = fعطف افقی تابع است پس  1− ′ (−1) = f ′′ (−1) = 0  

 f ′(x) = 4x3 − 3x2 + 2ax + b
 
⇒ f ′ (−1) = −4− 3− 2a + b = 0

 
⇒ b− 2a = 7

f ′′(x) = 12x2 − 6x + 2a
 
⇒ f ′′ (−1) = 12+ 6+ 2a = 0

 
⇒a = −3                       

}
 
⇒ b = −11  

 ب(رسم نمودار تابع هموگرافیک:
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yبه هر تابع به صورت  =
ax+b

cx+d
cکه در آن   ≠ aو  0

c
≠
b

d
باشد تابع هموگرافیک گفته که در کل دامنه اش غیر یکنواست . دامنه این  

−تابع  {
−d

c
−و برد آن  { {

a

c
 است .  {

 

 

yمجانب افقی  =
a

c
 

 

 

x مجانب قائم =
−d

c
x مجانب قائم                                                                                                           =

−d

c
 

)تابع است به مختصات محل برخورد مجانبها همان مرکز تقارن  تذکر:
−d

c
,
a

c
)  

yمعادله محورهای تقارن توابع هموگرافیک به صورت تذکر: ± x =
a

c
∓
d

c
 باشد .می  

yمنحنی به معادله (تست =
x+1

1−2x
 ABقطع می کند ، فاصله مرکز تقارن این منحنی از وتر  Bو  A، محور های مختصات را در نقاط  

 ( 43 –خارج  –کدام است؟)سراسری ریاضی 

1)
√2

2
                                             2)√2                                  3)√5                              4)2√2 

 2گزینه  حل(

A(−1,0)        B(0,1)   و 
 
⇒       yAB −0 = 1(x − (−1))    

 
⇒     y = x + 1         

 
→             AB خط گذرنده از 

)مرکز تقارن نمودار هموگرافیک برابر است با :                                                                                   
−d

c
,
a

c
) = (

1

2
, −

1

2
)      

 برابر است با : ax+by+c=0از خط  (y0وx0)از هندسه تحلیل می دانیم که فاصله نقطه 

D =
|ax0 + by0 + c|

√a2 +b2

           
          
⇒          D =

|1× (
1

2
)− 1× (−

1

2
)+ 1|

√(1)2 + (−1)2
          =   

2

√2
= √2 

 برای هر تابعی که صورت و مخرج آن چند جمله ای است به صورت زیر عمل می کنیم : :ج(رسم نمودار توابع کسری گویا

، صفر قرار می دهیم و یکبار صورت کسر را برابر صفر  x( نقاط برخورد تابع با محورهای مختصات را مشخص می کنیم . یکبار به جای 1
 قرار می دهیم .

 ( مجانبهای تابع را مشخص کرده و محل برخورد آن را با نمودار و محورهای مختصات تعیین می کنیم .2
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 ریشه مضاعف مخرج تابع است . x=aانفصال مضاعف داشته باشد آنگاه  x=a( اگر نمودار تابع در 3

 ریشه ساده مخرج تابع است . x=aانفصال ساده داشته باشد آنگاه  x=aر تابع در ( اگر نمودا4

fمماس شود ، باید معادله  y=k( اگر نمودار تابع بر خط 5

g
= k  ریشه مضاعف داشته باشد . در حالت خاص اگرx=a  ریشه مضاعفf 

 ها مماس است .  xبر محور  x=aباشد ، آنگاه تابع در 

 هم ریشه صورت است و هم ریشه مخرج .  x=aتوخالی باشد یعنی  x=a( اگر نمودار تابع در 6

 ( ریشه های مکرر مرتبه زوج صورت نقاط اکسترمم تابع گویا هستند .7

 ( صورت نقاط عطف تابع گویا هستند .1( ریشه های مکرر مرتبه فرد )بزرگتر از 4

f(x)شکل مقابل نمودار تابع  تست( =
ax

2
+bx+2

x
2
+1

 ( 31 –کدام است ؟ )سراسری ریاضی  (a,b)دوتایی مرتب است .  

 y(                            1و2()4(                       2و-4()3(                       2و4()2(                      1و-2()1

 

                                                                                                                                 x 

 3گزینه حل( 

lim
x
 
→±∞

f(x) = lim
x
 
→±∞

ax2

x2
= a              , f(0) = a     

 
⇒ a = 2         

 
⇒   f(x) =

2x2 + bx+ 2

x2 + 1
 

ریشه مضاعفی مثبت دارد  fها مماس شده است ؛ پس صورت تابع  xهای مثبت بر محور  xنمودار در 
 
← 

=∆  صورت 0

ریشه مضاعف > 0
} 

=∆ صورت b2 − 4 (2) (2) = 0   
 
⇒b = ریشه مضاعف,          ±4 > 0  

 
⇒
−b

2a
> 0   

 
⇒     b

< 0  
 
⇒ b = −4   

f(x)شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه  تست( =
x

ax
2
+bx+1

 (34 –خارج  –چگونه است ؟)سراسری تجربی  bو  aاست . مقادیر  

1)a < 0  ,   b = 0           2)a > 0  ,   b = 0           3)a > 0  ,   b = 1           4)a < 0  ,   b = 1 

 

 

 1گزینه  حل(

 با توجه به نمودار ملاحظه می شود این تایع نسبت به مبدأ مختصات متقارن است )یعنی تابعی است فرد (
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pداریم  fپس مجانبهای قائم این تابع قرینه ی یکدیگرند در نتیجه برای مخرج تابع   < s          و           0 = 0 

s =
−b

a
= 0  

 
⇒ b = p و            0 =

c

a
=

1

a
< 0    

 
⇒ a < 0 

f(x)شکل روبرو نمودار تابع با ضابطه  تست( =
x

3
+ax

2

x
2
+bx+c

 (32و  42 –کدام است؟ )سراسری ریاضی  (bc-a)است . عدد  

1)2-                   2)1-                   3)1                     4)2 

 

       1                                                                                                  1گزینه  حل(

 است . x=0پس تنها ریشه صورت ها را قطع کرده  xنمودار فقط در مبدأ مختصات محور 

x3 + ax2 = 0
 
⇒x2(x + a) = 0

 
⇒ {x

2 = 0
 
⇒x = 0        

x + a = 0
 
⇒x = −a

 
⇒ a = 0  

 ریشه مضاعف مخرج تابع می باشد ؛ پس: =1xتنها مجانب قائم تابع است پس  =1xاز طرفی خط 

(x − 1)2 = x2 +bx + c
 
⇒x2 − 2x + 1 = x2 + bx+ c {

b = −2

c = 1   
  
 
⇒bc − a = (−2) (1) − 0 = −2  

توابع ابتدا دامنه تابع را مشخص می کنیم ؛ سپس با بررسی مجانبهای افقی و مایل و تعیین برای رسم این د(رسم توابع رادیکالی : 

 محل برخورد آنها با محورهای مختصات و نمودار آن را رسم می کنیم .

 تشخیص نقاط عطف قائم و یا بازگشت در رسم توابع رادیکالی مثمر ثمر خواهد بود . تذکر:

f(x)شکل مقابل نمودار تابع با ضابطه  تست( = ax +√x2 +bx + ,a)است . دوتایی مرتب  5 b)  کدام است؟ )سراسری ریاضی

 y                                                                                                                           (31 –خارج  –

1)(−1, −4)                2)(−1,4)                  3)(1, −4)                 4)(1,4)                             2 

                                                                                                                 x                              −1    

 2−                                                                                                                             2گزینه حل(

 مجانب افقی
 
⇒y = 2 = lim

x→+∞
f(x) = ax + |x +

b

2
| = (a + 1) x +

b

2
 

 
⇒{

a + 1 = 0
 
⇒a = −1

b

2
= 2

 
⇒b = 4           

 
⇒    (a ,b) = (−1,4)    

 



 (رسم نمودار تابع) 3 فصل ديفرانسيل  كيا مقدس نياك
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