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 فصل اول : دایره
 

 

 مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایرهدرس اول :               

 رابطه های طولی در دایرهدرس دوم :                  

 چند ضلعی های محاطی و محیطیدرس سوم :                  
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 مفاهیم اولیه و زاویه ها در دایرهدرس اول : 

 

با مفهوم دایره و بعضی از ویژگی هاش سال های قبل آشنا شدیم حالا می خوایم با ویژگی های دیگش آشنا بشیم و حتی 
 این ویژگی ها رو اثبات کنیم . 

 

 : یک خط و یک دایره بر هم مماسند اگر و تنها اگر این خط در نقطه تماس با دایره بر شعاع آن عمود باشد . قضیه

 اثبات : چون قضیه دو شرطی هستش باید هر دو طرف ثابت بشه !!

 خط  فرض کنیدd  بر دایره در نقطهF  دیگرمانندهر نقطه  پسمماس است A روی 

OAخارج از دایره است پس  dخط   OF   و این یعنیOF  کوتاه ترین فاصله بین 

 عمود است . OFبر شعاع  dاست پس خط  dو خط  Oنقطه 

 

  فرض کنید خطd  بر شعاعOF  عمود باشد پس برای هر نقطه دیگر مانندA خط وی رOA OF  وتر بزرگ ترین( 

 است و  Fخارج از دایره است پس تنها نقطه تماس  Fبه جز  dضلع مثلث قائم الزاویه است ( لذا تمام نقاط روی خط 

 خط بر دایره مماس است .

 

 نقطه ای روی آن را توضیح دهید .تمرین : طریقه رسم مماس بر دایره از 

 

 

 

 

 طول کمان و مساحت قطاع : 

رادیان را می توان به کمک  به زاویه مرکزی  و مساحت قطاع مربوطدایره طول کمان و مساحت جه به محیط با تو
 بدست آورد :تناسب 
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AB,تمرین : طول کمان های  CD   . مساحت قسمت هاشور خورده را بدست آورید 

 

 

 

 

 

 

 تمرین : ثابت کنید در یک دایره طول کمان های نظیر دو وتر مساوی با هم برابرند و برعکس .

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تمرین : ثابت کنید اگر در یک دایره شعاع بر وتر عمود باشد آن وتر و کمان مقابلش را نصف می کند و برعکس .
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 تمرین : ثابت کنید از دو وتر یک دایره آنکه به مرکز نزدیک تر است بزرگ تر است و برعکس .

 

 

 

 

 

 

 

 : اندازه هر زاویه محاطی برابر است با نصف اندازه کمان مقابل آن . قضیه

 اثبات :

 یکی از اضلاع زاویه از مرکز دایره می گذرد . در این صورت الف( فرض کنید 

 داریم :  Oو  Bبا وصل کردن نقاط 

                   O A B
O A A O A BC

A B

  
     

 

1
1 1

1 12 2 2 

 

  Aب( فرض کنید اضلاع زاویه اطراف مرکز دایره باشد. با رسم قطر گذرنده از 

 طبق قسمت الف داریم :  

               ( )

A CD

A A CD BD A BC

A BD


 

     



1

1 2

2

1
1 12

1 2 2
2

 

 

 فرض کنید اضلاع زاویه در یک طرف مرکز باشد . با رسم قطر گذرنده از ج( 

A  : طبق قسمت الف داریم 

               ( )

A BD

A A BD DC A BC

A DC


 

     



1 2

1

1
1 12

1 2 2
2
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 : اندازه هر زاویه ظلی برابر است با نصف کمان مقابل آن . قضیه

 اثبات :

 داریم : Aبا رسم قطر گذرنده از الف( اگر زاویه ظلی حاده باشد 

( )

A A AD

A A AD BD A AB

A BD


   

     



1 2

1

190 1 12
1 2 2
2

  

 

 داریم :  Aب( اگر زاویه ظلی منفرجه باشد با رسم قطر گذرنده از 

 

( )

A A AD

A A AD BD A AB

A BD


   

     



2

2 1

1

190 1 12
1 2 2
2

 

 

 و در یک مرحله ثابت کنید.  Dبه  Bتمرین : قضیه قبل را با وصل کردن 

 

 

 

 

 

 آنها مساوی باشند .تمرین : ثابت کنید دو وتر از دایره با هم موازیند اگر و تنها اگر کمان های محدود بین 
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: زاویه حاصل از برخورد دو وتر در بیرون از دایره برابر با نصف تفاضل اندازه کمان هایی است که بین اضلاع زاویه  قضیه
 محصورند .

 رسم می کنیم در این صورت : DEوتری موازی  Bاز نقطه اثبات : 

 

        EF BD EC BD
A B FC EC EF A 
     1

1 1
2 2 2  

 

 

: زاویه حاصل از برخورد دو وتر در درون دایره برابر با نصف مجموع اندازه کمان هایی است که بین اضلاع زاویه  قضیه
 محصورند .

 رسم می کنیم در این صورت : DCوتری موازی  Bاثبات : از نقطه 

 

        FC BD EC BD
A B EF EC FC A 

     1 1
1 1
2 2 2  

 

 

 اثبات کنید .  Eبه  Bو قضیه قبلی آن را با وصل کردن  Cبه  Bتمرین : قضیه قبل را با وصل کردن 
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 :  17و  16های کتاب صفحات تمرین 
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 درس دوم : رابطه های طولی در دایره

 

) درون یا بیرون دایره ( همدیگر را قطع کنند .  Mدر نقطه ای مانند  CDو  ABهرگاه خط هایی شامل دو وتر دلخواه قضیه : 
.آنگاه :  .MA MB MC MD  

 

 الف( اگر درون دایره همدیگر را قطع کنند : 

A  را بهD  وB  را بهC  وصل می کنیم: 

. ز. ز

AC
MA MDB D

ADM MBC MA MB MC MD
MC MB

M M

 

 
    

 1 2

2  

  

 ب( اگر بیرون دایره همدیگر را قطع کنند : 

A  را بهD  وB  را بهC  وصل می کنیم: 

. ز. ز

AC
MA MDB D

ADM MBC MA MB MC MD
MC MB

M M

 

 
    

 

2  

 

 

 

هر گاه از نقطه ای خارج از دایره یک مماس و یک قاطع بر دایره رسم شود ، مربع اندازه مماس با حاصل ضرب قضیه : 
MT.) اندازه های دو قطعه قاطع برابر است .  MA MB2   ) 
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 نقطه ای خارج آن را توضیح دهید و دلیل خود را برای درستی روش بیان کنید .تمرین : طریقه رسم مماس بر دایره از 

 بر دایره مماس شده است Mنقطه ای باشد که خط گذرنده از  Tحل : اگر 

 قائم الزاویه است و میانه وارد بر وتر نصف وتر است  MTOآنگاه مثلث 

NM) سال قبل اثبات کردیم ( یعنی  NO NT   پس دایره ای که 

 خواهد گذشت . در نتیجه برای رسم مماس  Tود از رسم ش MOبه قطر 

 وصل کنیم . Mرسم کنیم و نقاط برخورد دو دایره را به  MOکافیست دایره ای به قطر 

 

 تمرین : ثابت کنید اندازه دو مماس رسم شده بر یک دایره از نقطه ای خارج آن با هم برابرند . 

 

 

 

 

 حالت های دو دایره نسبت به هم :

 

 طبق جدول مقابل برای اینکه بدانیم دو دایره 

 نسبت به هم چه وضعی را دارند ، بهتر است 

 ابتدا مجموع دو شعاع و تفاضل دوشعاع 

 را بدست آوریم و سپس اندازه فاصله دو مرکز 

 را با دو عدد بدست آمده مقایسه کنیم .

 اگر برابر با یکی از این اعداد باشد مماس درون

 ) به جدول نگاه کنید (یا بیرون است 

 اگر عددی بین این ها باشد متقاطع است.

 اگر عددی اطراف اینها باشد متداخل یا متخارج 

 است ) به جدول نگاه کنید ( 
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 مماس شترک خارجی : 

 و  ’Rو  Rره به شعاع های می خواهیم اندازه مماس مشترک خارجی دو دای

 را بدست آوریم : dطول خط المرکزین 

 را رسم کنیم بر مماس مشترک عمود خواهند ’OTو  OTاگر شعاع های 

 رسم می کنیم و چون چهار ضلعی حاصل ’TTرا موازی  O’Hبود . پاره خط 

OHHمستطیل است مثلث      : مثلث قائم الزاویه خواهد بود و داریم                ' ( ')TT d R R  2 2  

 

 

 مماس شترک داخلی : 

 و  ’Rو  Rدو دایره به شعاع های  داخلیمی خواهیم اندازه مماس مشترک 

 را بدست آوریم : dطول خط المرکزین 

 را رسم کنیم بر مماس مشترک عمود خواهند ’OTو  OTاگر شعاع های 

 را  OTتا امتداد شعاع کنیم رسم می  ’TTرا موازی  O’Hبود . پاره خط 

OHHمثلث  .قطع کند       : مثلث قائم الزاویه خواهد بود و داریم                        ' ( ')TT d R R  2 2  

 

 

 مماس خارجی هستند . طول مماس مشترک آنها چقدر است ؟ 4و 3تمرین : دو دایر به شعاع های 
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 : 23تمرین ها صفحه 
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 درس سوم : چند ضلعی های محاطی و محیطی

 

 چند ضلعی که تمام رئوس آن روی یک دایره باشد . ) آن دایره بر چند ضلعی محیط خواهد بود ( چند ضلعی محاطی :

 تمام نقاطی که از دو سر یک پاره خط به یک فاصله هستند می دانیم  توجه :

  روی عمود منصف پاره خط قرار دارند . چرا ؟

 دچند ضلعی محاطی است اگر و تنها اگر همه عمو» پس می توان گفت 

 « . منصف های اضلاع در یک نقطه همرس باشند 

 

 

 

 چند ضلعی که تمام اضلاع آن بر یک دایره مماس باشد .)آن دایره در چند ضلعی محاط خواهد بود ( : محیطیچند ضلعی 

 تمام نقاطی که از دو ضلع زاویه به یک فاصله هستندمی دانیم  توجه :

 روی نیمساز آن زاویه قرار دارند . چرا ؟

 نیماست اگر و تنها اگر همه  محیطیچند ضلعی » پس می توان گفت 

 « . در یک نقطه همرس باشند های زاویه ها ساز 

 

 

 

 از آنجایی که  سال گذشته ثابت کردیم عمود منصف ها و نیمساز های  نتیجه :

 محل مثلث همرسند پس مثلث هم چند ضلعی محیطی است و هم محاطی و 

 ،  مرکز دایره محیطی و محل همرسی نیمسازها، همرسی عمود منصف های اضلاع

 مرکز دایره محاطی است .
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Sدارای مساحت  P2و محیط  rضلعی محیطی با شعاع دایره محاطی  nیک نشان دهید تمرین :  rp  ؟ است 

 .و جمع کنید ) اضلاع لزوماً مساوی نیستند (  را بدست آورده مثلث  nمساحت راهنمایی : 

 

 

 

 

 

 

Sشعاع دایره محاطی هر مثلث برابر است با  نتیجه :
r

P
   (P ) نصف محیط است 

 

از بیرون بر یک ضلع و امتداد  دو ضلع دایره محاطی خارجی نیز دارد که  سههر مثلث  دایره محاطی خارجی و شعاع آن :
 مرکز آنها محل برخورد یک نیمساز داخلی با دو نیمساز خارجی است .دیگر مثلث مماس هستند و 

 آیا می توانید بگویید چرا نیمساز داخلی و دو نیمساز خارجی همرس هستند ؟ 

 
 

 aرا  Aفرض کنید ضلع مقابل به زاویه  ABCحالا می خواهیم شعاع هر دایره محاطی خارجی را حساب کنیم : در مثلث 
 داریم : بنامیم حال   arشعاع دایره خارجی محاطی مقابل آن را 
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    ( )ABC ADO ACO BCO aS S S S r b c a     
1
2  

p       از طرفی a b c p a b c a       2 2 2  

)                  پس داریم : )a a

S
S r p a r

p a
   


  

                                  

bدر نتیجه برای دایره های محاطی خارجی دیگر نیز داریم : 

S
r

p b



cو   

S
r

p c



      

 

 

تمرین : نشان دهید رابطه شعاع دایره محاطی و دوایر خارجی محاطی به صورت 
a b cr r r r
  

1 1 1  است .  1

 

 

 

 

 

تمرین : نشان دهید رابطه شعاع دایره محاطی و ارتفاع های مثلث به صورت 
a b ch h h r
  

1 1 1 است .)   1
a

a

h s


1
2) 

 

 

 

 

 

 ضلعی محاطی است اگر و تنها اگر دو مقابل آن مکمل باشند .چهار قضیه : 
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 اثبات : فرض کنید چهار ضلعی محاطی باشد پس :

           ,
BCD BAD

A C A C


      
360 1802 2 2  

 و به همین ترتیب دو زاویه مقابل دیگر نیز مکمل هستند .

 

 

 دهیم دایره ای  باشد نشان میمکمل  A,Cحال فرض کنید زاویه های 

 نیز خواهد گذشت و چهار ضلعی  Aمیگذرد از نقطه  B,C,Dکه از سه نقطه 

 خواهد بود . 

 قطع کند در این  ’Aرا در  BAفرض کنیم اینطور نباشد و دایره خط ) فرض خلف( 

 .هستند  ملمک  C’,Aمحاطی است و  BCD’Aضلعی صورت چهار 

 است .  Aهمان  ’Aتیجه هم اندازه خواهند بود که این امکان ندارد در ن ’Aو  Aپس 

 

 

 چهار ضلعی محیطی است اگر و تنها اگر مجموع اندازه دو ضلع مقابل برابر با مجموع اندازه دو ضلع دیگر باشد .قضیه : 

        باشد پس : اثبات : فرض کنید چهار ضلعی محیطی

                                      
AB DC AF BF DH CH

AE BG DE CG

AD BC

    

   

 

  

 

 

ABحال فرض کنید  CD AD BC    و نیم ساز های زاویه های 

A  وD  را رسم می کنیم تا همدیگر را درO قطع کنند فاصله این نقطه از  

 و شعاع  Oبرابر است ) چرا ؟ ( پس دایره ای به مرکز  AD,AB,ACسه ضلع 

OE  بر این سه ضلع مماس است ثابت می کنیم بر ضلع چهارم نیز مماس 

 است.

 مماسی بر دایره  Cمماس نباشد از  BC) فرض خلف ( فرض کنید این دایره بر 
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ABمحیطی است و  CD’ABرسم می کنیم در این صورت چهار ضلعی  CD AD B C    

 از تفاضل دو رابطه قبل داریم : 

AB AB BC B C AB BB AB BC B C BC B C BB                   
 و این رابطه غیر ممکن است زیرا طبق نامساوی مثلثی در هر مثلث مجموع دو ضلع از ضلع سوم بزرگ تر است .

 نیز مماس است .  BCاست و دایره بر ضلع  Bهمان  ’Bپس 

 

یک چند ضلعی محدب را منتظم می گویند هرگاه تمام ضلع های آن هم اندازه و زاویه های آن نیز  چند ضلعی منتظم :
 هم اندازه باشند .

 

 هر چند ضلعی منتظم هم محاطی است و هم محیطی . قضیه :

 اگر همدیگر را قطع کنند  Oی کنیم تا در را رسم م BCو  ABعمود منصف های اضلاع 

O  را بهA,B,C وصل کنیمOA OB OC k    ) و بنا به حالت )ض ض ض 

Aو همنهشت هستند  BOCو  OABمثلث های  B B C    1 1 2  در نتیجه  1

C 2  حال اگر.O  را بهD  وصل کنیم بنا به حالت )ض ز ض ( دو مثلثOBC  وOCD  همنهشتند وOD k . 

 مرکز دایره ای است که از رئوس چند ضلعی می  Oاست و این یعنی  Kاز بقیه رئوس نیز برابر  Oبه همین ترتیب فاصله  

 ز دایره ای است که بر اضلاع مماس است و این یعنی از تمام ضلع ها نیز برابر است مرک Oگذرد و از آنجایی که فاصله 

 چند ضلعی منتظم هم محیطی و هم محاطی است .
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 : 30و  29تمرین های صفحه 
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 حل قسمت ت :

 

 
 

 

 
 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : تبدیلات هندسی  دومفصل 
 

 

 تبدیلات هندسیدرس اول :               

 تبدیل ها کاربرددرس دوم :                  
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 تبدیلات هندسیدرس اول : 

 


