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           باشدمي تواندفصل مشترك حاصل كدام شكل ، قطع مي كندي رويه را هدامناي ازرأس يك سطح مخروطي مي گذردوهردوصفحه )مثال
                                                                            هذلولي ) 4    بيضي  ) 3    دايره  ) 2  دو خط راست ) 1

  . سهمي و هذلولي باشد،  بيضي، چون صفحه از رأس سطح مخروطي مي گذرد پس مقطع نمي تواند دايره .  صحيح است1گزينه : جواب
                                                                             ؟  باشدمي تواند مقطع حاصل كدام ،  صفحه اي بر محور سطح مخروطي دوار عمود است)مثال

                                دو خط متقاطع              ) 4    هذلولي ) 3    ا نقطهي هداير ) 2  سهمي يا نقطه ) 1
                      .       ا نقطه استي ه پس مقطع حاصل داير، چون صفحه بر محور سطح مخروطي دوار عمود است .  صحيح است2گزينه : جواب 
                               ؟  كدام وضع را دارد،  اين صفحه با مولد يا محور سطح مخروطي.  سهمي است،  مقطع يك سطح مخروطي با يك صفحه)مثال

                                               گذرا از نقطه تلاقي محور و مولد ) 4  عمود بر يك مولد ) 3    موازي محور ) 2  موازي يك مولد ) 1
  )78كنكور سراسري رياضي                                                   ( .  است موازي يك مولدطبق تعريف سهمي .  صحيح است1گزينه : جواب 
                      ؟  حاصل كدام شكل نمي تواند باشد فصل مشترك.  صفحه اي يك سطح مخروطي را قطع نمي كند)مثال

) 71كنكور سراسري تجربي                       (بيضي          ) 4    هذلولي ) 3    سهمي ) 2  دو خط راست ) 1
  .  صحيح است1گزينه : جواب 
 مقطع همواره از دو قسمت مجزا تشكيل شده است وضع  يك سطح مخروطي دوار را طوري قطع نموده است كهp ي ه صفح)مثال
                               ؟   نسبت به اين سطح مخروطي كدام استp ي هصفح

) 76كور آزمون پيش دانشگاهي رياضي كن(گذرا از رأس)4     مولدعمود بر) 3  به موازات مولد ) 2  به موازات محور ) 1
  .  چون مقطع همواره از دو قسمت مجزا تشكيل شده است پس هذلولي است. ح است صحي1گزينه : جواب 

             ؟  درجه مي سازد30 و با آن زاويه  متقاطع2d حداكثر چند خط مي گذرد كه با خط 1d واقع بر Aمتنافرند از نقطه2dو1dخطوط)1
   )90كنكور آزاد رياضي صبح (بيشمار                             ) 4      0 ) 3      1 ) 2    2 ) 1
  
  
  

.       كي از دو خط متقاطع حول ديگري دوران كند سطحي ايجاد مي كند كه آن را سطح مخروطي گوينده يهرگا: سطح مخروطي 
  .  تقاطع دو خط را رأس مي نامندي هين تعريف خط ثابت را محور و خط متحرك را مولد و نقطدر ا

ي نقاط مشترك صفحه                                                                                                                   مجموعه(مقطع  :مقطع مخروطي 
.                                                                                                   هر صفحه با سطح مخروطي را مقطع مخروطي گويند) و سطح مخروطي

                                                                                                                                                                :                            به طوري كه 
                                                                               سطح مخروطي را قطع كند                           ، هرگاه صفحه قاطع عمود بر محور: الف 

                                                                                                                                                       . و از رأس آن نگذرد مقطع دايره است
هرگاه صفحه قاطع به طورمايل فقط يكي از دامنه هاي رويه را                                                                                                            : ب 

                                                                                                                                  .  مقطع بيضي است، قطع كند و موازي با مولد نباشد
                                                                                                        ، هرگاه صفحه شامل محور رويه نباشد و هر دو دامنه را قطع كند: ج 

                                                                                                              . آن گاه اشتراك آن ها دو منحني مجزا يعني مقطع هذلولي است
 سطح مخروطي را قطع كند و بر                                                                                                          ، هرگاه صفحه قاطع موازي مولد: د 

                                                                                . مقطع سهمي است.)  و از رأس سطح مخروطي عبور نكند(سطح مقطع مماس نگردد 
                                    .  آن گاه مقطع يك نقطه است، هرگاه صفحه قاطع با رويه فقط در رأس مشترك باشد: ه 
     . مقطع يك خط راست است) . مقطع شامل رأس و فقط يك مولد باشد(هرگاه صفحه قاطع از رأس آن بگذرد و بر رويه مماس گردد : و 
 )كتاب جديد35ص      ( .  آن گاه مقطع دو خط متقاطع است، رويه را قطع كنديههرگاه صفحه قاطع از رأس آن بگذرد و هر دو دامن:ز
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  مكان هندسي:  واژه زير را تعريف كنيد )1س
                                                                                                                                                .  جمله زير را با كلمه مناسب تكميل كنيد)2س

  . باشد. . . . . . . . .B وA ازM است اگروفقط اگر فاصلهAB روي عمود منصف پاره خطMنقطه
. . . . . . . . . .                                                                                                                                 هر نقطه روي نيمساز زاويه ) 1  :1فعاليت 

.                                                                                                                                            روي نيمساز زاويه است. . . . . . . . . .  هر نقطه كه )2
                                                                                                                                          :                                 اكنون گزاره زير را كامل كنيد 

00021         . . . . . . . . . .                                                ، اگر و تنها اگر  يك نقطه روي نيمساز زاويه است  OzM)ÔÔ( 
:                                                                                                                                                                              بنابراين مي توان گفت 

  . . . . . . . . . .                                                                                                            ي نقاطي از صفحه است كه ، مكان هندس نيمساز هر زاويه
                   .   جاي خالي را با عبارت مناسب كامل كنيد)3س

  .  است. .  .  .  .  .  .  .  .  .   يك فاصله باشدمكان هندسي نقطه اي در صفحه كه از دو ضلع يك زاويه به 
ĈÂي   زاويهABCدر مثلث ) مثال  ي  ، نيمساز زاويهB و عمودمنصف ضلع ABي   در نقطهDمتقاطع اند   .M و N پاي 

؟                                                          ، كدام نابرابري درست است  رسم شده اندBC و BA  به ترتيب بر Dي عمودهايي است كه از نقطه
1(  NBNC   2(  NBNC     3(  DCDA   4(   BNAM )     95كنكور سراسري و آزاد رياضي(   

،   متقاطع اندM در نقطه BC و عمودمنصف ضلع A  نيمساز داخلي زاويه60Ĉ و 50B̂، داريم  ABC در مثلث )2
                                                  ؟  چند درجه استCB̂Mزاويه 

  ) خارج از كشور89ضيكنكور سراسري ريا              (40 ) 4      35 ) 3      30 ) 2    20 ) 1
  
  
  
  
  

 به طوري كهABCي مثلث   در صفحهO مفروض است مكان هندسي نقاطي مانند ABC مثلث )3
AC

AB

OACs
OABs



باشد   .

                                         ).  نماد مساحت استs (؟  استAكدام يك از اجزاي نظير رأس 
  نيمسازهاي داخلي و خارجي ) 4  ارتفاع ) 3    فقط نيمساز داخلي ) 2    ميانه ) 1
  
  
  

)   كتاب جديد36ص(.                               ، از دو سر پاره خط به يك فاصله است ي روي عمودمنصف پاره خط هر نقطه)  الف:يادآوري
.                                                                      ، حتمأ روي عمودمنصف آن است هر نقطه كه از دو سر يك پاره خط به يك فاصله باشد) ب

MBMAdM، در اين صورت   باشدAB عمودمنصف پاره خط dاگر خط                                                                        
.                                         ره خط به يك فاصله باشد، اگر و تنها اگر از دو سر پا ، يك نقطه روي عمودمنصف پاره خط است به طور خلاصه

  .  ، مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از دو سر آن پاره خط به يك فاصله اند ، مي گوئيم عمودمنصف يك پاره خط به عبارت معادل
، يعني هر نقطه در اين مجموعه  مشتركي هستندي نقطه هاي صفحه يا فضا است كه داراي ويژگي  ي همه  مجموعه:مكان هندسي 

 . داراي اين ويژگي است و هر نقطه كه آن ويژگي را دارد عضو اين مجموعه مي باشد
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  ؟ مكان هندسي مركز دايره هايي را كه بر دو خط متقاطع داده شده مماسند چيست )4س
.                                                                                                                     را در نظر بگيريدr و شعاع O به مركز Cي   دايره :2فعاليت 

؟                                                                                                                         چه فاصله اي داردO، از  روي دايره Aي دلخواه  هر نقطه) الف
rOB( باشد rي   به فاصلهO، يك نقطه در صفحه باشد و از  Bاگر ) ب  (با برهان خلف نشان دهيد  ،B روي دايره است و از 

rOACA: نتيجه بگيريد ) ب(و ) الف(                                                                                                                                         
                           . . . . . . . . . .                                                                      ، اگر و تنها اگر   استr,O(C(ي   روي دايرهAي   نقطه:نتيجه 
  . . . . . . . . . .  مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه r,O(C(ي   دايره:نتيجه 

  .  استR مي گذرند و شعاع آنها برابر A مكان هندسي مركز دايره هايي را پيدا كنيد كه از نقطه مفروض )5س
O(C,( دايره )6س  8مكان هندسي نقطه اي از صفحه اين دايره را تعيين كنيد كه از آن نقطه مماس هايي به طول .   داده شده است6

  . بر اين دايره مي توان رسم كرد
O(C,( دايره )مثال  بر اين دايره 6 اين دايره كه از آن نقطه مماس هايي به طول  مكان هندسي نقطه اي از صفحه.  داده شده است8

                                                                                                                                                                            ؟ مي توان رسم كرد كدام است
                            10دايره اي به شعاع ) 4  8دايره اي به شعاع ) 3  6دايره اي به شعاع ) 2    يك خط ) 1

106436.  صحيح است4گزينه : جواب  OMبنابراين مكان هندسي مورد نظردايره به مركز Oمي باشد10 و شعاع  .                     
، بر هم   مكان هندسي نقطه اي را تعيين كنيد كه مماس هاي رسم شده از اين نقطه بر دايره.  داده شده استR,O(C( دايره )7س

  . عمود باشند
                     ؟  رسم كرد كدام است22ن دو خط عمود بر هم و مماس بر دايره به شعاع  مكان هندسي نقاطي كه از آن نقاط مي توا)4
    5دايره به شعاع  ) 4  4دايره به شعاع  ) 3  3دايره به شعاع  ) 2  2دايره به شعاع  ) 1
  
  
  .  وسط اين وترها را تعيين كنيدMي  ، مكان هندسي نقطه  رسم شده اندKوترهاي به طول  R,O(C( در دايره )8س

                   ؟  كدام است10 در دايره اي به قطر 6 مكان هندسي وسط وترهايي به طول )مثال
                      4دايره اي به مركز همان دايره و شعاع  ) 2        يك مربع ) 1

                                                                              دو پاره خط عمود بر هم ) 4  3يره اي به مركز همان دايره و شعاع دا ) 3
R,O(C(ي   وتري از دايره6AB فرض كنيم .  صحيح است2گزينه : جواب  102  ي  ي نقطه هفاصل . باشدOدايره از مركز 

4162         .  همواره مقدار ثابت زير استAB وسط وتر Mي  نقطه
2
62

2
1022  )()(AMOAOM             

  .  است4 و به شعاع O دايره اي به مركز Mي  پس مكان هندسي نقطه
، مكان هندسي نقطه اي درون   سانتي متر پرتاب مي كنيم12ي مربع شكلي به ضلع   سانتي متر را روي صفحه2 سكه اي به شعاع )9س

  . ، سكه كاملاً داخل مربع واقع شود  در آنجا قرار گيردمربع را تعيين كنيد كه اگر مركز سكه
 بر روي محورهاي  B و A،  ي مختصات چنان مي لغزد كه همواره دو سر آن  واحد از صفحهLي   به اندازهABپاره خط  )10س

  ؟  كدام استAB وسط Mي   مكان هندسي نقطه. رار دارندمختصات ق

  .باشد2a، مساوي مقدار ثابت مطلوب است مكان هندسي نقطه هايي كه مجموع مربع هاي فاصله هايشان از دو خط عمود بر هم)11س
.                                                                            ، در نظر بگيريد  سانتي متر است2ي آنها از هم   را كه فاصلهd  ،dدو خط موازي  : 3فعاليت 

؟                                                                   ؟ اين فاصله چقدر است ي يكساني دارند   فاصلهd، از خط  d روي B و Aآيا نقطه هاي دلخواه 
؟                                                    نباشندd سانتي متر باشد و روي 2ي   به فاصلهdديگري مشخص كنيد كه از ) يا نقاط(آيا مي توانيد نقطه 
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                                                                    ؟                         ، روي چه شكلي قرار دارند  سانتي متر واقع اند2 به فاصله dهمه نقاطي كه از 
             ؟                                                                                                                                                                     آيا گزاره زير درست است

d و d، اگر و تنها اگر روي يكي از دو خط   سانتي متر است2 به فاصله d، از خط  يك نقطه در صفحه  كه                                                    
.                                                                                                                                                                              ، واقع باشد  هستندdموازي 

، دو خط راست موازي   سانتي متر هستند2ي   به فاصلهd؟ مكان هندسي نقاطي از صفحه كه از خط  ست استآيا نتيجه گيري زير در
d) سانتي متر از آن مي باشد2ي  و به فاصله) در دو طرف آن                                                                .                                                            
  
  
  
 4، مكان هندسي نقاطي از صفحه اين دو خط كه تفاضل فواصل آن نقاط از اين دو خط برابر   باشد6ي دو خط موازي برابر   اگر فاصله)5

                                           ؟  استگزينهباشد كدام 
                                      دو خط موازي با آن دو خط و بين آن دو خط ) 2ي با آن دو خط و بين آن دو خطيك خط مواز ) 1

  تهي ) 4دو خط موازي با آن دو خط و خارج آن دو خط ) 3
 به يك فاصله بوده B و Aنفطه اي بيابيد كه از.   كه شامل هيچ يك نيست در صفحه مفروض اندd و خط B و Aي  دو نقطه: مثال 
                                                                                             .                                                                     سانتي متر باشد3ي   به فاصلهdو از 
                                                                                                  AB، عمودمنصف   به يك فاصله اندB و Aمكان هندسي نقاطي كه از: حل 

                   ، دو خط موازي                                                                               سانتي متر باشد3 به فاصله dو مكان هندسي نقاطي كه از خط 
dي برخورد خط  بنابراين نقطه.   سانتي متر از آن هستند3ي   به فاصلهL                                                                                                        

d و dو دو خط موازي ) ABعمودمنصف (  1نقاط ( جواب مسئله استM 2 وM(                                                                                  .
d و d يكي از دو خط L اگر :بحث در وجود جواب                                                                را قطع كند                                         

اگر با دو خط                                                                                                      .   جواب دارد2،  ديگري را هم قطع مي كند و مسئله مانند شكل
d و d بر يكي از دو خط Lاگر ، مسئله جواب ندارد و  موازي باشد                                                                                                              
  )كتاب جديد38ص(.                ، مسئله بي شمار جواب دارد منطبق باشد

:                                                                                                                مكان هندسي هر يك از مجموعه نقاط زير را مشخص كنيد ) 1تمرين
.                                                                                                             به يك فاصله اندd  وdنقاطي از صفحه كه از دو خط متقاطع ) الف
.                                                                                        مماس اندAي ثابت  نقطه در dي دايره هايي در صفحه كه بر خط  مركزهاي همه) ب
                                                      .                                              در صفحه مماس اندd كه بر خط rي دايره هايي با شعاع ثابت  مركز همه) پ
             )كتاب جديد39ص( . ي اين دايره مماس خارج اند  در صفحهC)r,O( ي  كه بر دايرهrي دايره هايي با شعاع ثابت  مركزهاي همه) ت
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                               ؟  به يك فاصله باشدd و d چند نقطه روي يك دايره وجود دارد كه از دو خط متقاطع )6
   تا2همواره  ) 4     تا4حداكثر  ) 3     تا2همواره  ) 2   تا 2حداكثر  ) 1
  
  
 O، نقاطي در صفحه اين دو خط مشخص كنيد كه از دو خط به يك فاصله و از نقطه   متقاطع اندO در نقطه L و L دو خط )12س

)R( ؟  باشد مسئله چند جواب داردcmRي  به فاصله 0                                                                                                                          
  .  مكان هندسي مركز توپي كه روي يك سطح صاف در امتداد يك خط مستقيم مي غلتد را با رسم شكل بيابيد)13س
                                      ؟ در خارج يك دايره داده شده واقع است و روي محيط آن مي غلتد چيستمكان هندسي مركز دايره اي كه  )14س
                   .   جاي خالي را با عبارت مناسب كامل كنيد)15س

  .  مي باشد. .  .  .   . .  .  .  .  .   مكان هندسي مركز دايره اي كه در خارج يك دايره داده شده واقع است و روي محيط آن مي غلتد
 نيز D و C به يك فاصله و از B و Aنقطه اي در اين صفحه بيابيد كه از .   در صفحه مفروش اندD و A ،B ،Cنقاط ) 2تمرين

             )كتاب جديد39ص(                                                                                                                             .  )بحث كنيد(به يك فاصله باشد 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 .  سانتي متر باشد3ي   به فاصلهC به يك فاصله و از B و Aنقطه اي بيابيد كه از .  ض اند در صفحه مفروC و A  ،Bنقاط)3تمرين
             )كتاب جديد39ص                                                             (                                                                                            .   )بحث كنيد(
  
  
  
  
  
  

 سانتي 3ي   به فاصلهd سانتي متر و از 2ي   به فاصلهAنقطه اي بيابيد كه از .   در صفحه مفروض اندd و خط Aي  نقطه) 4تمرين
  )كتاب جديد39ص                                                                                                                               (         .     )بحث كنيد(متر باشد 
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   ؟ حاصل چه شكلي است) مقطع(، فصل مشترك  ، آن را برش دهد هرگاه صفحه اي شامل محور يك سطح مخروطي) 5تمرين
  )كتاب جديد39ص                                             (                    

  
  

.   ناميم سطحي ايجاد مي شود كه آن را يك سطح استوانه اي ميL حول d، از دوران   موازي باشندL و dهرگاه دو خط ) 6تمرين
چهار (ي سطح مقطع حاصل بحث كنيد  در حالت هاي مختلف در باره.  ، يك سطح استوانه اي را قطع كند Pي  حال فرض كنيد صفحه

             )كتاب جديد39ص                                                          (                                                                                                     .      )حالت
  
  
  

 مكان هندسي نقاطي كه مجموع فواصل آن نقاط تا اين دو خط .  درجه يكديگر را قطع كرده اند45ي   با زاويهd و d دو خط )مثال
                                       ؟  مي باشد داراي چه مساحتي است2برابر 

1 ( 4    2 ( 24    3 ( 8      4 ( 28                                                
                                                  قاعده يك مثلث متساوي الساقين  مي دانيم مجموع فواصل هر نقطه روي.  صحيح است4گزينه : جواب 

 به اين ترتيب مي توان نشان داد                                            . دو ساق همواره مقداري ثابت و برابر ارتفاع وارد بر ساق آن مثلث استز ا
 ، قاعده مثلث متساوي الساقيني است كه ارتفاع وارد بر مكان هندسي نقاطي كه مجموع آن نقاط تا دو نيم خط متقاطع يكسان است

 در صورتي كه هدف يافتن مكان نقاطي باشد كه مجموع فواصل آن نقاط تا دو نيم خط . ساق آن مثلث برابر آن مقدار يكسان است
 . ، تبديل به چهار پاره خط مي شوند كه در كنار يكديگر تشكيل مستطيل خواهد داد ، اين مكان متقاطع يكسان باشد

282
4522222222 

sin))((
ABCDsOBOHMHMFMEو45Ô     

 حداكثر چند نقطه مي توان يافت كه مجموع فوصلشان از دو Cي  ، بر دايره  مفروض اندCي   و دايرهd و d دو خط متقاطع )مثال
d و dخط مساوير k؟  باشد                               

1 ( 1    2 ( 2      3 ( 3      4 ( 8                                                       
،                                   d و d مكان هندسي نقاطي از صفحه كه مجموع فاصله هايشان از دو خط ثابت متقاطع .  صحيح است4گزينه : جواب 

         ي هر رأس مستطيل                  باشد ضلع هاي مستطيلي است كه اين دو خط قطرهاي آن هستند و فاصلهkبرابر عدد ثابت و معلوم 
 .  جواب مسأله استC تعداد نقاط مشترك اين مستطيل با دايره .  رأس هاي مستطيل هم جزء مكان هستند.  استkاز قطرهايش 

اگر اين مستطيل مربعي :  توجه .  باشدk خط مساويرd و dبنابراين حداكثر هشت نقطه مي توان يافت كه مجموع فوصلشان از دو 

2 به طوري كه x باشد و دايره اي به مركز محل برخورد دو قطر و به شعاع 2kبه ضلع به 
22

2
2 


k

x
k باشد رسم 

  . ست مي آيد نقطه به د8كنيم 
                              ؟ ، كدام است  باشد5ي نقاطي از صفحه كه مجموع فاصله هاي آنها از دو خط عمود بر هم برابر   مكان هندسي مجموعه)مثال

                        )69كنكور سراسري رياضي (   10مربعي به قطر  ) 4  210مربعي به قطر  ) 3  210مربعي به ضلع  ) 2مربعي به ضلع ده  ) 1
5:  نقطه اي از مكان باشد داريم y,x(M( فرض كنيم .  درست است4گزينه : جواب  yx                                                                 

500: پس   yxy,x 500 و  yxy,x                                                                                                      
500و   yxy,x 500 و  yxy,x                                                                                                            

ي نقاطي از صفحه كه مجموع فاصله هاي آنها از دو خط   شود كه مكان هندسي مجموعهي خطوط فوق ديده مي با رسم نمودار معادله
                        10، مربعي به طول قطر   باشد5عمود بر هم برابر 

H 
D 

F C B 

E A 

M O 
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 .  به يك فاصله باشدB و Aي   بيابيد كه از دو نقطهd نقطه اي روي خط .  در يك صفحه واقعندd و خط B و Aي   دو نقطه)16س
  ))بحث كنيد (؟ جواب دارد مسأله چند( .  بحث كنيد؟ آيا مسئله همواره جواب دارد

                     ؟  از آن به يك فاصله باشدC و B چند خط مي توان رسم كرد كه نقاط Aي  از نقطه .  مفروض استABC مثلث )مثال
                                                      3 ) 4      2 ) 3      1 ) 2    صفر ) 1

                                                     از C و Bي نقاط   فاصلهCMF و BME با توجه به همنهشتي دو مثلث .  صحيح است3گزينه : جواب 
                                                  لذا به عنوان يكي از اين خطوط . ، يكسان است  عبور مي كندBC وسط Mي  ه كه از نقطكليه خطوطي

                                                       از خط C و Bي نقاط   همچنين واضح است فاصله.  يكسان استAMي   تا ميانهC و Bي نقاط  فاصله
d كه موازي BCي   و از نقطهAرسم مي شود يكسان است  .  
                                           ؟  از آن ها به يك فاصله باشندC و A  ،Bي  ، چند خط وجود دارد كه هر سه نقطه ABCي مثلث   در صفحه)6
  بيشمار ) 4      سه ) 3      يك ) 2    صفر ) 1
  
  
  
  
  .  را نشان مي دهدFي   و  فوارهS، مجسمه   نمودار مقابل محل قرار گرفتن ساختمان شهرداري)17س
  .  باشدd به فاصلهLي  مكان هندسي نقطه اي در فضا را پيدا كنيد كه از يك خط داده شده )18س
  . مكان هندسي رأس هاي مثلثي هايي كه در قاعده مشترك و مساحت برابر دارند را تعيين كنيد)19س
  . اصله باشد مكان هندسي نقطه اي از صفحه را پيدا كنيد كه از دو خط موازي به يك ف)20س
  . بيابيد كه بر دو خط متوازي مماس باشند مكان هندسي مركز دايره هايي را )21س
  . ، پيدا كنيد  مكان هندسي وسط هاي پاره خط هايي را كه دو سرشان روي دو خط موازي واقعند)22س
  . مكان هندسي نقطه اي در فضا را پيدا كنيد كه از دو صفحه موازي به يك فاصله باشد )23س
                                                                                  ؟ ، كدام است وازي به يك فاصله است مكان هندسي نقطه اي از فضا كه از دو صفحه مت)7
                    يك صفحه عمود بر آن دو صفحه )2   يك خط راست موازي آن صفحه        )1

  اي موازي آن دو صفحه و به يك فاصله از آن دو صفحه صفحه  )4     يك خط عمود بر آن دو صفحه )3
  
  
  
 به يك فاصله Q و Pي موازي   مكان هندسي نقطه اي از فضا كه از دو صفحه.  با هم موازيندd و خط Q و Pي   دو صفحه)24س

  ). در مورد جواب هاي مسئله بحث كنيد (.  باشد را به كمك استدلال استقرايي بيابيدkي معلوم   به فاصلهdباشد و از خط موازي 
                                                ؟ دام است، ك  مكان هندسي نقطه اي در درون يك مكعب كه از دو وجه مقابل آن به يك فاصله است)8
                      يك خط موازي آن دو وجه   ) 2    صفحه اي عمود برآن دو وجه ) 1

  صفحه اي موازي آن دو وجه  و به يك فاصله از آن دو ) 4        تنها يك نقطه ) 3
    
  .  دايره  مكان هندسي چه نقطه اي از صفحه است)29س
  ؟  مكان هندسي نقطه اي از يك صفحه كه از نقطه ثابتي واقع در آن صفحه به فاصله ثابتي است چيست)30س

، مكان هندسي وسط   تغيير كندAي   اگر زاويه.  ثابت استAB و ضلع a برابر با BC طول ABCD در متوازي الاضلاع )مثال
CD؟  كدام است                                  

                        a و شعاع ABقسمتي از دايره اي به مركز وسط  ) AB    2قسمتي از دايره به قطر  ) 1

B 
M 

A 

C 

F 

E 

S 

12 F 

6 

d 

B 

A 

C 

 . واقع اند) شعاع دايره(به فاصله اي ثابت ) مركز دايره(ي ثابت مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه از يك نقطه:دايره
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                                                                            AB و شعاع Aدايره اي به مركز  ) AB      4خطي موازي  ) 3
                                                  .  باشندCD و AB به ترتيب وسط هاي ضلع هاي N و Mفرض كنيم نقاط  .  صحيح است2گزينه : جواب 

aBCMN)مقدار ثابت: (الاضلاع است پس  متوازي MNCBبديهي است كه چهارضلعي                                                           
                                                      .  استAي   تابع تغيير زاويهMي   نيز ثابت مي باشد درنتيجه تغيير زاويهMي  از طرفي جاي نقطه

aBCAD و ABو چون ضلع هاي  ي   ثابت اند پس مكان هندسي نقطهN وسط ضلع CD دايره اي است به مركز Mو  
  .  كه در آن حالت متوازي الاضلاع به پاره خط تبديل مي شودF و Eي   به جز دو نقطه. aبه شعاع 

  
  ؟  مكان هندسي نقطه اي از فضا كه از نقطه ثابتي واقع در آن به فاصله ثابتي است چيست)31س

                                ؟  باشند4ي   به فاصلهB و از 6ي   به فاصلهA، چند نقطه در فضا مي توان يافت كرد كه از   باشد12AB اگر )مثال
                                 بيشمار               ) 4      2 ) 3      1 ) 2    هيچ ) 1

  6 و شعاع A باشند كره اي به مركز 6ي   به فاصلهAي   يك مكان هندسي نقاط در فضا كه از نقطه.  صحيح است1گزينه : جواب 
4612 چون .   است4 و شعاع Bره اي به مركز  باشند ك4ي   به فاصلهBي  است و مكان هندسي ديگر نقاط در فضا كه از نقطه  

  ) 97-98 دوازدهم 3هندسه ( . ي مشترك نخواهند بود مي باشد پس اين دو كره داراي نقطه
  ؟  واقع در يك صفحه مي گذرند چيستB و Aي متمايز   مكان هندسي مركز دايره هايي كه از دو نقطه)32س
 به يك C و Bي   نقطه اي از اين صفحه را بيابيد كه از دو نقطه.  در يك صفحه داده شده اندC و A  ،B سه نقطه متمايز  )33س

  .  باشدRي معلوم   به فاصلهAي  فاصله و از نقطه
ي   بر يك خط داده شده مماس باشد و اين دايره از نقطهA مكان هندسي مركز دايره اي را تعيين كنيد كه در نقطه مشخص )34س

  .  خارج آن خط بگذردBثابت 
مراحل (). روش رسم را توضيح دهيد (.  قطر آن باشدDEمربعي رسم كنيد كه پاره خط مفروض با استفاده از خط كش و پرگار  )35س

  .) رسم را توضيح دهيد
 و از 6ي   به فاصلهAكه از  چند نقطه در اين صفحه وجود دارد .  است سانتي متر در يك صفحه مفروض10 به طول AB پاره خط )9

B؟  باشند4ي   به فاصله                                                                                                                                           
1 ( 0    2 ( 1      3 ( 2      4 ( 3  

  ؟  مماس است چيستd، كه بر خط مفروض R مكان هندسي مركز دايره هاي به شعاع )36س
  .  بيابيد، را   باشدRي  به فاصلهO فاصله باشد و از نقطه ثابت يك بهLوLمكان هندسي نقطه اي از فضا كه از دو خط موازي)37س

 مكان هندسي نقاطي كه از دو .  واحد از دو صفحه در بالاي هر دو قرار دارد11 و 5 به فاصله P دو صفحه موازي هم و نقطه )مثال
             )خارج از كشور91كنكور سراسري رياضي(                                 ؟ ، كدام است  واحد باشد10 به فاصله Pفاصله و از نقطه صفحه به يك 

                               24پاره خط به طول  ) 4  24دايره به شعاع  ) 3  6پاره خط به طول  ) 2   6دايره اي به شعاع ) 1
يك                                                                     به R وMموازيي  يك مكان هندسي نقطه اي كه از دو صفحه .  صحيح است1گزينه : جواب 

مكان هندسي ديگر نقاطي                                                                    . ي يكسان از آن دو فاصله باشد صفحه اي است موازي آن دو و به فاصله
ي تلاقي اين   نقطه. اين دو مكان را رسم مي كنيم .  است10 و به شعاع P باشد سطح كره اي به مركز 10، به فاصله  Pنقطه ثابتكه از 

با توجه به  . پس فصل مشترك آنها يك دايره است.   لازم به ذكر است كه كره و اين صفحه متقاطع اند. دو مكان جواب مسئله است

636282102                                                            .  مكان هندسي مورد نظر است6شكل دايره اي به شعاع   rr   
                                              ؟ ند كدام شكل است مماسR,O(C(دايره بر Aثابت مكان هندسي مركز دايره هايي كه در نقطه )10
                             )  Oبه مبدأ(OA نيم خط )A  2 در نقطه)C( خط مماس بر دايره )1

  OA خط )A  4 درنقطه)C( دايره اي مماس بر دايره )3
  

5 

6 

8 M 

R 

P 10 

r 

E D 

 . ي معين باشد  است كه از يك نقطه ثابت داده شده در آن به فاصلهكره  مكان هندسي نقطه اي از فضا:كره
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                                                                                        مكان هندسي) معرفي چند مكان هندسي معروف(:نكته
، خط عمود منصف آن پاره خط                                                        اره خط به يك فاصله استنقطه اي در صفحه كه از دو سر يك پ: الف 

، صفحه عمود منصف آن پاره خط                                                          نقطه اي در فضا كه از دو سر يك پاره خط به يك فاصله است: ب 

                 .  مي باشدR و شعاع A، دايره به مركز   استR مي گذرند و شعاع آن ها برابر Aمركزدايره هايي كه از نقطه مفروض : پ 

                                                                                         ،  امتداد يك خط مستقيم مي غلتد مركز توپي كه روي يك سطح صاف در :ت 

                                                                                                                                                                . خطي موازي خط فوق مي باشد

              مماس باشند                                                      R بر محيط دايره مفروض به شعاع rمراكز دايره هايي كه با شعاع معلوم : ث 

rRعبارت است از دو دايره هم مركز با آن دايره و به شعاع هاي                                                                                                        

 بر اين دايره رسم كرد                            d كه از آن نقطه مي توان مماس هاي به طول R,O(C(ي  ي دايره نقطه اي از صفحه :ج 

22 و به شعاع Oدايره اي است به مركز  dR  .                             

،                                           ، بر هم عمود باشند  كه مماس هاي رسم شده از اين نقطه بر دايرهR,O(C(دايره ي   اي از صفحهنقطه: چ 

                                         )ي مونژ دايره (.  است2Rو به شعاع  Oدايره اي به مركز 

                                                   ،   در اين دايره رسم نمودKكه از آن بتوان وترهاي به طول  R,O(C(ي دايره  ي در صفحه نقطه: ح 

2 و به شعاع Oدايره اي به مركز 
2

2 )
K

(R است  .                             

 بر روي محورهاي  B و A،  ي مختصات كه همواره دو سر آن  واحد از صفحهLي   به اندازهAB وسط پاره خط Mي  نقطه: خ 

L2، دايره اي است به مركز مبدأ مختصات و شعاع  مختصات قرار دارند
1 .                                                                                                

                                                  .  باشد2a، مساوي مقدار ثابت  كه مجموع مربع هاي فاصله هايشان از دو خط عمود بر همنقطه هايي: د 

                            aو به شعاع ) محل برخورد دو خط (Oدايره اي است به مركز

                                                              ،   باشدKي نقاطي از صفحه كه مجموع فاصله هاي آنها از دو خط عمود بر هم برابر  مجموعه: ذ 

                                                                                                                                )2Kربعي به ضلع و يا م(K2مربعي به طول قطر

                 ) درون زاويه( باشد kبرابر عدد ثابت ي معلوم  ي نقاطي از صفحه كه مجموع فاصله هايشان از دو ضلع يك زاويه مجموعه: ر 

                             .  استkي مثلث متساوي الساقيني است كه دو ساق آن دو ضلع زاويه هستند و ارتفاع وارد بر ساق مثلث نيز  قاعده

                    .  مي باشدAB، خط عمودمنصف پاره خط واقع در يك صفحه مي گذرندBو Aمركز دايره هايي كه از دو نقطه متمايز : ز 

R 
A 

مكان هندسي مركز 

 مكان مماس داخل
 مكان مماس خارج
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                                      d دو خط موازي خط .  باشدk در آن صفحه به فاصله معلومdي نقطه اي از صفحه كه از يك خط داده شده: ژ 
                                      )0k( .  قرار گرفته اند مي باشدd كه در دو طرف خط kي  و به فاصله

 كه در دو kي  و به فاصلهP دو صفحه موازي صفحه .  باشدk به فاصله معلومPي  اده شدهنقطه اي از فضا كه از يك صفحه د: س 
                                )0k( .  قرار گرفته اند مي باشدPي  طرف صفحه

 از R، در دو طرف آن و به فاصله  d، دو خط راست موازي خط   مماس استd،  كه بر خط مفروض  Rمركز دايره هاي به شعاع : ش 
dمي باشند  .                                        

ي                                    است كه موازي قاعدهL و L دو خط ، رأس هاي مثلثي هايي كه در قاعده مشترك و مساحت برابر دارند: ص 
BC قاعده به فاصله ارتفاع قرار دارند يكي بالاي آن و ديگري پايين .                                                                                                     

             ، صفحه اي است موازي آن دو و به يك فاصله از آنها وسط هاي پاره خط هايي را كه دو سرشان روي دو صفحه موازي واقعند: ق 
 L مي گذرد و بر خط Aيك صفحه كه از ،  مركز دايره هايي از فضا كه در يك نقطه مشخص بر يك خط داده شده مماس باشند: ك 

                                                                                                                                                                                 . عمود است مي باشد
 خطي است موازي . ي آن ها مشترك باشد ي مشترك داشته و ارتفاع وارد بر اين قاعده در همه مركز ثقل مثلث هايي كه قاعده: ض 

                                                                                                                                                        تفاع از آني ثلث ار قاعده و به فاصله
 . محور تقارن آن است L سطح جانبي استوانه اي است كه خط .  باشدd به فاصلهLي  نقطه اي در فضا كه از يك خط داده شده: ط 

                                                                                                        . باشد dبرابر  Lي روي سطح از خط  ي هر نقطه به طوري كه فاصله
                                ، خط راستي است موازي آن دو و به يك فاصله از آنها نقطه اي از صفحه كه از دو خط موازي به يك فاصله باشد: ظ 
                                   ، صفحه اي است موازي آن دو و به يك فاصله از آنها ه يك فاصله باشدنقطه اي از فضا كه از دو صفحه موازي ب: ع 
                    خط راستي است موازي آن دو و به يك فاصله از آنها. مكان هندسي مركز دايره هايي كه بر دو خط متوازي مماس باشند: غ 
              ، خط راستي است موازي آن دو و به يك فاصله از آنها وسط هاي پاره خط هايي را كه دو سرشان روي دو خط موازي واقعند: ف 
، نيمسازهاي زاويه هاي ايجاد شده بين دو خط متقاطع است  ، دو خط مركز دايره هايي را كه بر دو خط متقاطع داده شده مماسند: گ 

                                                                                                                                                                       .  عمود نيز هستندكه بر هم
، طول ثابتي دارد و دو سر اصلي وتر روي دو خط عمود بر هم                          AB را كه وترشABOمركز ثقل مثلث قائم الزاويه : ل 

Oxxو  Oyy دايره اي به مركز  تغيير مكان مي دهد ،Oو به شعاع AB3
                                                                           .  است1

 باشد ضلع هاي مستطيلي است كه k، برابر عدد ثابت و معلوم  نقاطي از صفحه كه مجموع فاصله هايشان از دو خط ثابت متقاطع: م 
                .  رأس هاي مستطيل هم جزء مكان هستند.  استkي هر رأس مستطيل از قطرهايش  صلهاين دو خط قطرهاي آن هستند و فا

لاعي به محيط ثابت و رسم كنيم محيط متوازي الاضL و Lنقاطي از صفحه كه اگر از آن نقاط دو خط به موازات دو خط متقاطع : ن 
                                                                                                                .  استk به دست آيد نقاط روي مستطيلي به قطر kمشخص 

 باشد امتداد اضلاع مستطيلي است كه k، برابر عدد ثابت و معلوم  كه تفاضل فواصلشان از دو خط ثابت و متقاطعنقاطي از صفحه : و 
 ) نيم خط8( است kي هر رأس مستطيل تا قطرش  اين دو خط قطرهاي آن بوده و فاصله

k 
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O),(ي دايره اي به مركز معادله:مثال 12  تصات به دست آوريد را بنويسيد و مختصات نقاط برخورد آن را با محورهاي مخ2و شعاع              .

42122: ي فوق نوشته مي شود  ي استاندارد دايره لهبه كمك دستور بالا معاد: حل   )y()x(                                                       
: ها به دست مي آيد x، نقاط برخورد دايره با محور   قرار دهيم0y،  اگر در اين معادله

32323224122  xx)x()x(                                                                                       
A),(ها را در نقاط xلذا دايره فوق محور  032  و ),(B 032                              قطع مي كند                                                        
 :  ها به دست مي آيد y، نقاط برخورد دايره با محور   قرار دهيم0x،  و اگر در اين معادله

1014214  y)y()y(                                                                                                                                       
C),(ي  ها را در نقطهyبنابراين دايره فوق محور  10  و ),(B 032 كتاب جديد40ص                                       ( .  قطع مي كند(   

قداري  همواره مAC ضلع ي ه مثلث طوري تغيير مي كند كه طول مياني ه در صفحA ثابت و رأس BC ضلع ، ABC در مثلث )11
                                             ؟  كدام استA مكان هندسي رأس . ثابت باشد

                          AC ضلع ي هدايره اي به شعاع دو برابر طول ميان ) AC    2 ضلع ي هدايره اي به شعاع طول ميان ) 1
  دو پاره خط عمود برهم ) BC      4خطي عمود بر ضلع  ) 3
  

  

  

  
  
  
  
  
  

252221 ي ه از رابطxكمترين مقدار : مثال   )y()x(؟  كدام است                                                                                         

4645151:              جواب   )x(Minxx 5252 و  RR و ),(),(O 21    

36223219 ي ه طول قطر داير)12  )y()x(؟  چقدر است                                       
1 ( 1    2 ( 2      3 ( 4      4 ( 6  
  
  
  
  
  

A B 

C 
O 

 ،  جنوب،  شعاع دايره در چهار طرف شمالي ه براي رسم دايره مركز آن را مشخص كنيم سپس به انداز: رسم دايره يهطريق
 .  سپس اين نقطه ها را به صورت كمان به هم وصل مي كنيمدايره مشخص شودقطه چهار نشرق و غرب حركت كنيم تا 

 يك دايره كافي است مركز و ي ه در معادلx براي پيدا كردن حداقل و حداكثر مقدار : دايرهي هدامنه و برد معادل:نكته
O),( در اين صورت اگر . شعاع دايره را پيدا كنيم حدود  آن گاه ،  مركز دايره باشدx به صورت زير به دست مي آيد )x را به 

RxR) :  نوسان مي دهيم  حول R ي هانداز  در نتيجه  : R,RD ) دامنه                         (     
 يعني .  نوسان دهيم حول R ي ه را به اندازy كافي است ، yا ماكسيمم و مينيمم ي ه دايري هو هم چنين براي پيدا كردن برد معادل

RyR در نتيجه : R,R 

C),( معادله دايره به مركز :دايره)استاندارد (كانونيكمعادله شعاع  و R به صورت 
222 R)y()x( است   .  

222 به صورتRشعاع معادله دايره به مركز مبدأ مختصات و:خاصحالت Ryx است  . 

)y,x(M 

),(C  
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12242222 سطح دايره )مثال  )y()x(؟  در كدام نواحي محورهاي مختصات قرار دارد                                                             
             )83كنكور آزاد رياضي (                           هر چهار ربع ) 4     و دوماولفقط  ) 3 و دوم و سوم اولفقط  ) 2    فقط دوم ) 1

)y()x()y()x(O),( و 3R.  صحيح است3گزينه  :جواب  213222112242222   
   .  نمي گذردسوم و چهارماگر دايره رسم شود ملاحظه مي گردد كه از ناحيه 

4 ي ه سطح داير)مثال
12222  yyxx؟ ورهاي مختصات قرار دارد در كدام ربع هاي مح                                                           

) خارج از كشور86كنكور آزاد(                      چهار ربع ) 4   و دوم و سوماولفقط  ) 3   فقط دوم و سوم ) 2  فقط دوم ) 1

312صحيح است3گزينه:جواب
7

/R و),(O)y()x(yyxx 114
721214

12222  

  .  و دوم و سوم مي گذرد اما از ربع چهارم نمي گذرداولبا رسم شكل ملاحظه مي شود كه اين دايره از ربع هاي 

064262 دايره )مثال  yyxx؟  در چند نقطه محورهاي مختصات را قطع مي كند                                                                   
)             88كنكور آزاد تجربي پزشكي                    (يك نقطه ) 4      صفر ) 3    دو نقطه ) 2  چهار نقطه ) 1

                                              .  صحيح است2گزينه : جواب 

         01224364206620  acbxxy)  محل برخورد با محورxها   (
                                        . ها را در دو نقطه قطع مي كندxمعادله دو جواب دارد پس محور 

0824164206420قطع نمي شود هاyمحور  acbyyx)محل برخورد بامحورyها(    
A),( ي ه از صفحه كه مجموع مربعات فواصل هر كدام از آن ها از دو نقط مكان هندسي نقاطيي ه معادل)مثال 24 و ),(B 42  برابر 

                                                                                   ؟  باشد كدام است54

1 ( 92121  )y()x(    2 ( 92121  )y()x(                         

3 ( 92121  )y()x(    4 ( 92121  )y()x(                                                      
             .  نقطه اي از مكان باشدy,x(M( فرض كنيم .  صحيح است4گزينه : جواب 

                   54242222245422  )y()x()y()x(MBMA 

        92121722225440442222  )y()x(yxyxyxyx       
322 داخل دايره اي به معادله )مثال  yx؟  چند نقطه با مختصات صحيح نسبي وجود دارد                                          

1 ( 4    2 ( 8      3 ( 9      4 ( 13                                           
232:  است و داريم 3 شعاع دايره فوق . درست است 3 گزينه: جواب   نقطه 9 فقط 3 بنابراين در دايره اي با شعاع 

),(:                با مختصات صحيح مي توان يافت  10  و ),( ),( و 10 ),( و 01 01 و ),( ),( و 00 ),( و 11 11  و ),( 11 و ),( 11      

014222 ي مختصات مركز و طول شعاع دايره به معادله) مثال  yxyxرا به دست آوريد   .                                               

014224212122014222:                                            جواب   yyxxyxyx 

                 2r و ),(O)y()x( 2142221 ) كتاب جديد41ص(  

022ي ضمني   مختصات مركز و طول شعاع دايره به معادله مي خواهيم:فعاليت   cbyaxyx را در حالت كلي به 
                : با پر كردن جاهاي خالي اين كار را انجام دهيد .  دست آوريم
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                  00000002
4
2

4
22022  c)byy()

aa
axx(cbyaxyx 

                                                   00020002000000020002000  )y()x()y()x( 

                                                                                                        2
422 cba

r


 و ),(O 000000 

  )كتاب جديد41ص(؟                              به دست مي آيدc و a  ،bي  با توجه به نامنفي بودن عبارت زير راديكال چه نتيجه اي در باره
  
  
  

ي دايره مي توان  ي آن را تعيين كرد و برعكس با داشتن معادله ، مي توان معادله  با داشتن مختصات مركز و طول شعاع دايره:نتيجه 
   )كتاب جديد41ص                                                                                                     ( . ا به دست آوردمختصات مركز و طول شعاع آن ر

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

022به صورت  معادلههر : دايره ) يا گسترده يا كلي يا عمومي( ضمنيمعادله   cbyaxyx  را مي

04                       :         توان به صورت زير به مربع كامل تبديل كرد 
2

4
22

4
2

4
22  c

bb
byy

aa
axx 

               4
4222

2
2

204
4222

2
2

2
cba

)
b

y()
a

x(
cba

)
b

y()
a

x(





 

                           :                                                                                                                                                              در اين صورت 

0422اگر ) ا  cba و يا cba 422 باشد اين معادله هيچ نقطه اي از صفحه را مشخص نمي كند                          .

0422اگر ) 2  cba و يا cba 422 ي   باشد اين معادله نقطه)
b

,
a

(O 22 از صفحه را مشخص مي كند        .

0422اگر ) 3  cba و يا cba 422  باشد اين معادله دايره به مركز )
b

,
a

(O 22  و به طول 

2شعاع  
422

2
1 cba

r


از صفحه را مشخص مي كند                                               .                                                 

2و به عبارت ديگر در صورتي كه 
a

 2 و
b

 و cr   باشد آنگاه                                                              222

0222اگر ) 1  cr و يا c .                            باشد اين معادله هيچ نقطه اي از صفحه را مشخص نمي كند22

0222اگر ) 2  cr و يا c (ي  اين معادله نقطه باشد 22
b

,
a

(O 22 از صفحه را مشخص مي كند          .

0222اگر ) 3  cr و يا c ( باشد اين معادله دايره به مركز 22
b

,
a

(O 22  و به طول 

crشعاع    .                                                                                                                     مشخص مي كند از صفحه را22

022 ي همعادل :توجه   cbyaxyx0 كه صورتي  درcي يك دايره است  باشد همواره معادله .  
ي دايره مي توان  ي آن را تعيين كرد و برعكس با داشتن معادله ، مي توان معادله  با داشتن مختصات مركز و طول شعاع دايره :نتيجه

 .مختصات مركز و طول شعاع آن را به دست آورد
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                                                                                                                                                                                               :كار در كلاس
O),(ي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن  معادله) 1                                                             .                                               باشد3 و شعاع آن 10
   ؟                                                                                                      به چه صورت استrي دايره اي به مركز مبدأ مختصات و شعاع  معادله) 2
؟ مختصات مركز و طول شعاع دايره ها را به دست آوريد و دايره را رسم  كدام يك از روابط زير مي تواند معادله يك دايره باشد) 3

016222          .                                                                                                                              كنيد  yxyx)  الف

                                                         043222  yxyx)  ب

                                              02432222  yxyx)  كتاب جديد42ص(ج(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

چنين  و هم) 0xfيعني  (xق نسبي نسبت به  مشتي ه ريش، )افقي و يا قائم(بيضي و هذلولي دايره و  در مقاطع مخروطي :نكته
محورهاي تقارن افقي و قائم مقطع را مي دهند كه محل برخورد اين دو محور ) 0yfيعني  (y مشتق نسبي نسبت به ي هريش

00(يعني   yf,xf (مركز تقارن يعني مركز اين مقاطع مي باشد .                                                                

cbyaxyx)y,x(fدر صورتي كه داشته باشيم  : هنكت  022 ي در معادله.  22  cbyaxyx 

 حاصل

20
20
b

yyf

a
xxf

O



                                                                                                       .            را به دست مي آوريم

0اگر ) 1 ),(fاين معادله هيچ نقطه اي از صفحه را مشخص نمي كند  باشد                                                 .                                  

0اگر ) 2 ),(fي  اين معادله نقطه  باشد)
b

,
a

(O 22 از صفحه را مشخص مي كند                                                  .

0اگر ) 3 ),(f معادله دايره به مركز  باشد اين)
b

,
a

(O 22  و به طول شعاع ),(f),(fr 2 

 .  از صفحه را مشخص مي كند
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O),(ي  ي دايره اي را بنويسيد كه نقطه  معادله: مثال  12  مركز آن و ),(M )             كتاب جديد42ص.               (  يك نقطه از آن باشد11
rOM كه روشن است.  ي آن را بنويسيم ، پس بايد طول شعاع آن را داشته باشيم تا معادله مركز دايره را داريم: حل   پس طول 

OM 1321122122:                را به دست مي آوريم  )()()OyMy()OxMx(OM 

132122:                                                                                  و معادله دايره را به صورت زير نوشته مي شود   )y()x( 
          .   ي دايره صدق مي كند و به روش ديگر مي توان گفت مختصات هر نقطه روي دايره در معادله

           1321221322211221222  )y()x(rr)()(r)y()x(  
),( ي ه دايره اي را بنويسيد كه از نقطي ه معادل)38س 11  1 بگذرد و خطوط xy و xy            .  شامل دو قطر آن باشند1
  
  
  

A),(ي دايره اي كه نقاط  معادله) 13 B),( و 91 ؟                                                                                ، كدام است  دو سر قطري از آن باشند17

1 (  046422  yyx    2(  01082822  yxyx                                          

3(  01610822  yxyx  4(  017081622  yxyx  
  
  
  
  
  

2443 دايره اي كه خطي همعادل)مثال  yx؟  كدام است، ات واقع استمحورهاي مختصي قطري ازآن بوده ودوسراين قطربر همعادل

1 ( 06822  yxyx    2 ( 06822  yxyx                                                                  

3 ( 06822  yxyx    4 ( 06822  yxyx                                                                                        
 مركز AB وسط پاره خط C ي ه نقط.  مي ناميمB و Aنقاط برخورد اين قطر با محورهاي مختصات را  .  صحيح است2گزينه : جواب 

Byyx),(                                . دايره است 6062440  و ),(A 82430 و 08  xxy 

       06822252324  yxyx)y()x( 5916 و  CAR و ),(C 34       
  
  
  
  
  

231 معادله دايره اي كه اقطارش به معادله )مثال  myx)m(ه و از نقطه  بود),(M 25 ؟  كدام است،  مي گذرد                        

1 ( 252121  )y()x(    2 ( 252121  )y()x(                                 

3 ( 252121  )y()x(    4 ( 252121  )y()x(                                                                
Cxxm),(      مركز دايره . درست است 4  گزينه:جواب  111230  1331 و  yym             

                                         2521215221251  )y()x())(()(R  

اگر در دلخواه مركز دايره مي باشد بنابراين  قطر  برخورد هر دوي ه نقطدرنتيجه كليه قطرهاي دايره از مركز دايره مي گذرند :نكته
 يك دسته خطوط است كه براي پيدا كردن ي ه پارامتري باشد آنگاه آن معادله نشان دهندyيا ضريب x يك خط ضريب ي همعادل
 همرسي ي ه نقط، نسبت بدهيم و از حل دستگاه به دست آمده همرسي دسته خطوط كافي است به پارامتر فوق دو عدد دلخواه ي هنقط

 .را پيدا كنيم) مركز دايره(دسته خطوط

 . گاه مختصات مركز و شعاع دايره به صورت زير خواهد بود دو سر قطري از دايره باشند آنB و A اگر :نكته

)ByAy
,BxAx

(O 22





 مركز )O وسط قطر AB ( 2و
AB

OBOAR ) شعاع( 

A B 
O 
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O),( اگر )مثال 21 0222 مركز دايره  byaxyxباشد  ، ba ؟  كدام است                                                                        
                                                                 صفر   ) 4      4 ) 3      -2 ) 2    2 ) 1

0                                                                    .  صحيح است4گزينه : جواب 
222

2
21221 













 ba

b
b

a
a

),(O   

kyxyax شعاع دايره )مثال                           :                آنگاه ،  است2 برابر 4222
1 ( 0k    2 ( 1k    3 ( 1k    4 ( 2k                          ) 81كنكور آزاد رياضي صبح (

         :   درنتيجه 1a:  باشد پس 1 بايد برابر 2y و 2xدر دايره ضرايب  .  صحيح است3گزينه : جواب 

               1241642
1422

2
104222  kkcbarkyxyx     

012222 به معادله هاي ي ه دو داير)مثال  yxyx 032222 و  yxyxوتري ي ه انداز.  مفروض اند 
                                                                                                                         ؟  كوچكتر مماس است كدام استي ه بزرگتر كه بر دايري هاز داير

1 ( 1    2 ( 2      3 ( 4      4 ( 5                                                                          

512442.  صحيح است3گزينه : جواب 
1

R 14442 و
1

R و ),(OO 11      

                           42415222  ABAHOHOAAH  

0622222  به معادله هايي هدو داير )مثال  yxyx 0342222 و  yxyx اندازه . مفروض اند 
                                      ،  تماس بر روي دايره كوچكتر باشدي هك سر آن بر روي دايره بزرگتر و سر ديگر آن قطعي ه قطعه مماسي كبزرگترين

                                                  5 ) 4      4 ) 3      2 ) 2    1 ) 1؟  برابر كدام است

6136442     .  صحيح است3گزينه : جواب 
1

Rو ),(O 11 8248442 و
1

R و ),(O 11     

              86436100222  AHHOOAAH:OAH 1028 و OA 2 وOO  
  
  

1232212 ي ه داير)مثال  )y()x(؟  بر كدام خط مماس است                                  
1 ( 0y    2 ( xy 3    3 ( 0x    4 ( xy                       )         76كنكور آزاد تجربي (

                                 .  داده شده را به صورت استاندارد تبديل مي كنيمي ه ابندا معادل.  صحيح است3گزينه : جواب 

2شعاع دايره 
1

R و مركز دايره ),(O)y()x()y()x( 2
3

2
1

4
12

2
32

2
141232212  لذا 

   .  مماس است0xدايره بر محور عرض ها يعني خط 
  

B A 

O 

H 

 O 
A  

O 
B 

H 

C),( معادله دايره اي كه مركز آن:نكته استمماس است به صورت زير  عرض ها محور بر  بوده و .  

                       222  )y()x(r  

R 

C),( معادله دايره اي كه مركز آن:نكته رت زير استمماس است به صو طول ها محور بر  بوده و .  

            222  )y()x(r 
 R 
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2 معادله دايره اي كه مركز آن روي خط )مثال yx؟ ، كدام است باشدها مماس طول محور   بر-3 نقطه اي به طول در  بوده و                   

1(   252523  )y()x(    2(  252523  )y()x(                                                    

3(  92523  )y()x(    4(  92523  )y()x(                                                                                         
5233                                                                   .  صحيح است1 گزينه :جواب   و ),(C 2 

                                                25252355  )y()x(R     
),( ي ه دايره اي بر دو نقط)14 ),( و 20  با كدام عرض ،  ديگري هها را در نقطy اين دايره محور . ها مماس استx گذشته و بر محور 04

                                  ؟ قطع مي كند
  )خارج از كشور85كنكور سراسري رياضي(               8 ) 4      7 ) 3      6 ) 2    5 ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

),(ي  نقطهدو دايره گذرا بر ) 15 92 ؟                                            ، كدام است ي بزرگتر ، شعاع دايره  بر هر دو محورهاي مختصات مماس است
   )95كنكور سراسري و آزاد رياضي (                         19  )4      17  )3      15  )2    14  )1
  
  
  
  
  

),(C 4 

),( 04 

)y,(0 

),( 20 

C),( ي كه مركز آن معادله دايره ا:نكته محورهاي مختصات مماس است به صورت زير است بر  بوده و  

                 2222  )y()x(r                                                          
  . استواقع چهارم  ناحيه دوم و نيمساز يا سوم و ناحيه اول و اين دايره روي نيمساز مركز : تذكر

  :به عبارت ديگر 

222                 .  كه بر محورهاي مختصات در ربع اول مماس باشدRي دايره به شعاع  معادله: الف  R)Ry()Rx(  

222                  . در ربع دوم مماس باشد كه بر محورهاي مختصات Rي دايره به شعاع  معادله: ب  R)Ry()Rx(       

222                 .  كه بر محورهاي مختصات در ربع سوم مماس باشدRي دايره به شعاع  معادله: پ  R)Ry()Rx(       

222              .  كه بر محورهاي مختصات در ربع چهارم مماس باشدRدايره به شعاع يمعادله:ت R)Ry()Rx(  

 

xy  

 R 

xy  

 

 R 
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  ۵۶  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

byyaxx ي هاير اگر د)16  ba بر هر دو محور مماس باشد اول در ربع 422 2؟  چه قدر است                                 
   ) غير پزشكي84كنكور آزاد تجربي (                     -12 ) 4      -16 ) 3      -4 ) 2    -8 ) 1
  
  
  
  
  
  

22 مركزش روي خط  دايره اي كهي ه معادل)مثال  xy؟  كدام است،  و در ربع سوم بر هر دو محور مماس باشد                              

1 ( 044242  yyxx  2 ( 044242  yyxx                       

3 ( 012242  yxx    4 ( 044242  yyxx          )              90كنكور آزاد پزشكي صبح (
xy چون دايره در ربع سوم بر هر دو محور مماس است پس مركز دايره بر روي خط .  صحيح است2گزينه : جواب  از .  واقع است 

22 روي خط طرفي مركز دايره  xy  2: نيز مي باشد پس yx و در نتيجه  :),(O 22  22 و R                       

044242222222                      .  دايره به صورت زير خواهد بودي هلذا معادل  yyxx)y()x(    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

O),(ي  ي دايره اي را بنويسيد كه نقطه معادله:2فعاليت 11 0343ي   مركز آن بوده و بر خط به معادله  yxمماس باشد               .
. . . . . . . . . .                                                                بر خط )H(ي تماس  ، شعاع دايره در نقطه  به ياد داريد2ي  با توجه به آنچه از هندسه) 1
. . . . . . . . . .                                                                                                                   ي مركز دايره از  شعاع دايره برابر است با فاصلهطول ) 2

000000000: ي نقطه از خط داريم  به كمك دستور فاصله) 3
0000000000




 OHr                                                                                          

0000002121.  ي دايره را با داشتن مختصات مركز و شعاع آن مي نويسيم معادله) 4  )y()x(                                                

H 

O 

0343  yx 

d 

                                                                               و مماس بر نيمساز ناحيه هاي                              Rي دايره به شعاع   معادله:نكته

2222اول و دوم به صورت : الف  R)Ry(x  022222 يا  RyRyxمي باشد  .                                      

2222دوم و سوم به صورت : ب  Ry)Rx( 022222ا  ي  RxRyxمي باشد  .                                    

2222سوم و چهارم به صورت : ج  R)Ry(x  022222 يا  RyRyxمي باشد  .                                  

2222اول و چهارم به صورت : د  Ry)Rx(  022222 يا  RxRyxمي باشد  .  
C),( معادله دايره اي كه مركز آن : نكته  0 خط بر بوده و cbyaxمماس گردد به صورت زير است  .                

222
22 R)y()x(

ba

cba
R 




) ي مركز دايره از خط مماس مي باشد شعاع دايره برابر فاصله .( 

R C 
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A),(ي ه از نقطواقع شده و دوم ي ه بر روي نيمساز ناحيآنمركز شعاع دايره اي را بيابيد كه )39س 32ي ه گذشته و بر خط به معادل 
xy 4مماس شود  .  

                                                                 ؟  دوم كدام استي ه ناحي و نيمسازاول ي ه و مماس بر نيمساز ناحي23 معادله دايره به شعاع )مثال

1 ( 181222  yyx    2 ( 181222  xyx                       

3 ( 0181222  yyx    4 ( 0181222  xyx    )                  72ربي كنكورسراسري تج   (
                                                     . درست است 3 گزينه: جواب 

0181222223222322222 :         اولروش   yyx)()y(xr)ry(x  
.  دوم است پس مركز آن روي محور عرض ها با عرض مثبت استي ه و نيمساز ناحياول ي همماس بر نيمساز ناحيچون دايره :روش دوم

C),(ا به صورت لذا مركز اين دايره ر 0 فيثاغورس در مثلث قائم الزاويه متساوي الساقين ي هبنا به قضي:  در نظر مي گيريم OHC 

CrrCHOHOC),(:                  داريم  606361818222222      

                0181222223262  yyx)()y(x                                      
                         دوم است پس مركز آن روي محور عرض ها با عرضي ه و نيمساز ناحياول ي همماس بر نيمساز ناحي چون دايره :روش سوم 
C),( لذا مركز اين دايره را به صورت . مثبت است 0 ل و نيمساز ناحيه0 را به صورت او yxمي دانيم شعاع .  در نظر مي گيريم 

            :  درنتيجه مي توان نوشت  مركز دايره از خط مماس مي باشدي هدايره برابر با فاصل

                      ),(C
ba

cbyax
r 606062311

0
22  












 

                                         0181222223262  yyx)()y(x      
A),( ي ه اگر اين دايره از نقط.  استاول ي هنيمساز ناحي مركز دايره اي بر روي )مثال xy ي ه گذشته و بر خط به معادل36 2 مماس 
                                                     ؟  شعاع آن كدام است. شود

 )92كنكور سراسري و آزاد رياضي (                    10 ) 4    22)  3      6 ) 2    5 ) 1
xy يعني خط اول ي هچون مركز دايره بر روي نيمساز ناحي.  صحيح است1گزينه : جواب   واقع است پس مختصات مركز اين دايره 

O),( و 0به صورت  ي ه مركز دايره از نقطي ه بديهي است كه شعاع دايره برابر فاصل.  مي باشد ),(A  و همچنين برابر 36
xy مركز دايره از خط مماس ي هفاصل 2مي باشد  .                                                                    

                      2225902105
2

45182214
22326 







 )()( 

              55
5

5502510202259029 


 R     

r 

O 

C 

H 

C),( معادله دايره اي كه مركز آن :نكته  0 خط بر بوده و cbyaxاست  مماس گردد به صورت زير .                

222 R)y()x(   22كه در آن b

cba
R




 )ي مركز دايره از خط مماس هشعاع دايره برابر فاصل( 

R C 
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043ي  ها و خط به معادلهxدايره اي بر محور ) مثال  yxل و شعاع  اگر مركز اين دايره در ناحيه.   مماس استواحد باشد3ي او  ، 
؟                                                                                                                                           ها با كدام طول استxي مشترك آن با محور  نقطه

)              خارج از كشور94ي رياضسراسري كنكور (          5/2 ) 4      2  )3      5/1  )2    1  )1
پس ،  است واحد 3 شي اول و شعاع  در ناحيهو مركزشها مماس x بر محور چون اين دايره : روش اول  .  صحيح است1گزينه : جواب 

),(رت مختصات مركز آن به صو 3043دايره از خطاين  مركز ي هفاصلاز طرفي .   مي باشد  yx پس .  برابر شعاع دايره است: 

                                                      1151233169
123





R 

043 و 0yابتدا معادلات خطوط نيمساز دو خط : روش دوم   yxرا به دست مي آوريم   .        

                                                          














yxyyx

xyyyxyyx

3543
3543

10169
43 

),(ي مورد نظر روي اين نيمساز است پس مختصات مركز به صورت  مركز دايره  ها به xي تماس با محو   است و مختصات نقطه3

),(صورت  09232.                                                   ي ئايره به صورت مقابل است  است بنابراين معادله  )y()x( 

),(ي  و نقطه 0 192302                                        :           در اين معادله صدق مي كند درنتيجه  )()( 
),(ي مورد نظر روي اين نيمساز است پس مختصات مركز به صورت  مركز دايره: و يا اينكه مي تون گقت    است و چون بر محور 3

133                                                               :                                          طول ها مماس است پس  R    
O),( شعاع دايره به مركز )17 21  و مماس بر خط yx 25 ؟  كدام است                                                                                          

1 ( 5    2 ( 52    3 ( 5      4 ( 10   
  
  

1243 شعاع دايره اي كه بر محورهاي مختصات و خط )مثال  yx؟  مماس شود كدام است                                                                
                                    6 يا 3 يا 2 يا 1 ) 4    3فقط  ) 3    2فقط  ) 2    1فقط  ) 1

 دوم يا چهارم ي ه و يا در ناحياول و بر روي نيمساز ناحيه اول ي ه بديهي است كه مركز اين دايره در ناحي.  صحيح است4گزينه : جواب 
                                   : پس . و بر روي نيمساز ناحيه دوم و يا چهارم   واقع است

                                 











 15127

65127
169

1243a
r),(C 

             و يا 











 2512

3512
169

1243a
r),(C       

0222 ي ه داير)18  ykxyx ل در مبدأ مختصات بر نيمساز ربع؟  شعاع دايره چقدر است.  و سوم مماس استاو                
  ) 71كنكور آزاد رياضي (                                        2 ) 4      2 ) 3      5/1 ) 2    1 ) 1
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  ۵٩  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

)1,2(دايره اي به مركز ) مثال 1ي   و مماس بر خط به معادله yx  محور ،x؟                                           ، قطع مي كند لها را با كدام طو
 )95كنكور سراسري و آزاد تجربي                  (5/1 و 4  )4    2 و 3  )3      1 و 4  )2    1 و 3  )1

 برابر شعاع دايره ،  مركز دايره از اين خطي هين فاصل بنابرا، چون خط فوق بر دايره مماس است: روش اول  .  صحيح است1 گزينه :جواب 

211                                                                                                                      : لذا . است
11201 




 Ryx  

             







  112
312

212)2(022)1(2)2( xx

xx
x

y
yx 

                         بر خط مماس عمود باشد را بدست مي آوريم   Cي خط مماس را با خطي كه از نقطه نقطه تلاق: روش دوم 

                                                               1)2(11111  yxxy
m

mmyx             

                                           22)1(2)2(22)10(2)21(0
1

1
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yxRy

x

yx

yx
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312
212)2(0

xx

xx
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12 ي ه دايره اي بر خط  به معادل)مثال  xyي ه مماس است و تمام قائم هاي آن دايره از نقط ),( 21بيشترين .  مي گذرند 
                                                ؟ ها كدام استxاز محور  نقاط اين دايره ي هفاصل

1 ( 52   2 ( 23     3 ( 5      4 ( 6)               خارج از كشور89كنكور سراسري رياضي (

514      .  صحيح است1گزينه  :جواب 
122012 




 CHRyx        

                                522  RRCyMax   
2 ي ه خط به معادلm به ازاي كدام مقدار )19 mxy3222 ي ه بر داير  xyx؟  مماس است                                               

1 ( 3
4

 3 ) 2  0 و
3 ) 3    0 و 4

2
 3 ) 4    1 و

  )خارج از كشور91كنكور سراسري تجربي         (1 و 2

  
  
  
  
  
  

04222 ي ه دايره به معادلa به ازاي كدام مقدار )مثال  ayxyx03 ي هه معادل بر خط ب  yx؟  مماس است       

1 ( 2
3    2 ( 2

) 85كنكور سراسري تجربي                        (             5 ) 4      3 ) 3      5

           .  دايره است مركز دايره از خط برابر شعاعي هفاصل : اول روش .  صحيح است2گزينه : جواب 

                                    10
5

91
61





OH و aaR  541642

O),( و 1 21 

C 
R 

R 
H 

 . ي تماس عمود است پس هر خط عمود بر دايره از مركز دايره مي گذرد خط مماس بر دايره بر شعاع دايره در نقطه:نكته



﴿﴿  

 

  ۶٠  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

                   2
5

10
25

10
25510

25510
55  aaaOHR     

               .  حاصل از تقاطع خط و دايره داراي ريشه مضاعف استي همعادل: روش دوم 

                          0432223303  ay)y(y)y(yxyx             

              2
5

40
100040100042  aaacb 010210 و  ayy       

632 معادله كلي اقطار دايره اي به فرم )20  yx)m( 0234 است و خط  yxاين ، شعاع   بر اين دايره مماس است
                  ؟                                                                                                               دايره كدام است

1 ( 5
1    2 ( 5

2      3 ( 5
3      4 ( 5

4  

  
  
  

  
  
  
  
  

1043 شعاع هاي دايره هايي كه بر دو خط )مثال  yx 1586 و  yx؟  مماس مي شوند كدام است                                                   
1 ( 1    2 ( 5/0      3 ( 75/1    4 ( 25/0                                                                                       

                                             .  صحيح است4گزينه : جواب 

             2502
1

169
2
1510

222 /R
ba

cc
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 02 و

1543  yx  01043 و  yx   

3بر دو خط  دايره اي كه ي ه معادل)مثال xy 1 و xy ؟ كدام است،   است1برابر مركز آن  مماس و طول                                          

1 ( 22221  )y()x(    2 ( 22221  )y()x(                                                                

3 ( 42221  )y()x(    4 ( 42221  )y()x(                      ) 74كنكور سراسري رياضي( 
C),(  مركز دايره                                              .  صحيح است1گزينه  :جواب  211  محور تقارن دو خط موازيي ه معادل xy 

                                   2222122211
13

222 







 )y()x(R

ba

cc
R            

xyدو خط به معادلات ، بر ي گذرابرمبدأمختصات دايره)21 2 102 و  xy ؟ ، كدام است مختصات مركز اين دايره.  ، مماس است 
1(  )2,3(  2(  )1,3(    3(  )1,2(    4(  )2,1(   ) خارج از كشور95كنكور سراسري رياضي  (   
  
  
  

ي بين دو خط موازي   مركزش روي محور تقارن آن دو خط و شعاعش نصف فاصله،  دايره اي كه بر دو خط موازي مماس است:نكته
0 به طوري كه اگر دايره اي كه بر دو خط موازي . است cbyax 0 و cbyaxآنگاه مركزش روي ،  مماس باشد 

02خط  



cc

byax 222 واقع و شعاعش ba

cc
R




است  . 



﴿﴿  

 

  ۶١  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

b,(M( ي ه نقط)مثال xy مركز دايره اي است كه بر دو خط به معادلات 52 2 و yx 2شعاع دايره كوچك تر.  مماس است  ، 
                                      ؟ ستكدام ا

)  خارج از كشور92كنكور سراسري رياضي           (5/2 ) 4      2 ) 3      5/1 ) 2    1 ) 1
HOOHR                              .  صحيح است3گزينه : جواب    022و  yxyx 022 و  yxxy 

    


































25
5254

5252254

65
5254

5225254
41
252

14
54

Rbbb

Rbbbbb
    

321 معادله دسته خط قائم بر دايره اي به صورت )22  y)m(x)m(0834 و خط .  است  yx بر اين دايره 
                                               ؟  اين دايره كدام استي ه معادل، مماس مي باشد

1 ( 072222  yxyx    2 ( 072222  yxyx                                                                  

3 ( 072222  yxyx  4 ( 072222  yxyx  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   

  
  
  
  

C),( له دايره اي كه مركز آنمعاد:نكته خط بر  بوده و ax  مماس است به صورت زير است .  

                 222 )a()y()x(ar   
C),(  معادله دايره اي كه مركز آن: نكته خط بر  بوده و by  ورت زير استمماس است به ص .   

                    222 )b()y()x(br  

),(  

ax  

by  

),(  

C),(  معادله دايره اي كه مركز آن:نكته خط بر  بوده و by  ست به صورت زير استمماس ا .       

            222 )b()y()x(br   
 بر اين دايره رسم d كه از آن نقطه مي توان مماس هاي به طول R,O(C( ي ه دايري همكان هندسي نقطه اي از صفح:  الف :نكته 

22و به شعاع  Oكرد دايره اي است به مركز  dR  .  
 دايره اي به ،  در اين دايره رسم نمودKكه از آن به توان وترهاي به طول  R,O(C( دايره ي ه در صفحي هنقطمكان هندسي : ب 

2 و به شعاع Oمركز 
2

2 )
K

(R است  .  

كه از آن ( بر اين دايره رسم كرد  ي هكه از آن ها مي توان دو مماس با زاوي C)R,O(دايره  ي ه مكان هندسي نقطه اي از صفح:ج 

 و شعاع O دايره اي به مركز ، ) رئويت كردنقطه به توان دايره فوق را با زاويه 

2



sin

R
OMRاست .  

                                          مكان هندسي نقاطي از صفحه دايره كه به توان از آن نقاط دو مماس عمود بر هم بر دايره رسم نمود : نكته 
 2R هم مركز با آن و به شعاعدايره اي است) قائمه رويت نموديهدايره را به زاوي(

)C( 
R d 

M 

T 

O 

O 

M A B 
R 

T 
O 

T 

M 
R 

R 
M 
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O 
T 

by  

),(  
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  ۶٢  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

4221 ي ه يافت مي شود كه از آنها داير4x چند نقطه روي خط )مثال  y)x(؟  قائمه رويت شودي ه به زاوي                             
 )84كنكور آزاد رياضي عصر (                               صفر ) 4    بي شمار ) 3      2 ) 2    1 ) 1

 ي هدايره را به زاوي(  مكان هندسي نقاطي كه به توان از آن نقاط دو مماس عمود بر هم بر دايره رسم نمود .  صحيح است4گزينه : جواب 
              ،   پس2Rدايره اي است هم مركز با آن و به شعاع ) قائمه رويت نمود

                                         8221  y)x( 222 و  RR 2 وR  و ),(O 01  

12822144 .          حاصل از تقاطع خط و دايره جواب مسئله استي هريشه هاي معادلتعداد 
 


yy)(

x              
  .  حقيقي نداردي هاين معادله ريش

  
  
  
  
  
  

44222 ي ه نزديكترين نقاط دايره به معادلي ه فاصل)مثال  yxyx1543 ي ه از خط به معادل  yx ،؟        كدام است 

1 ( 2
1    2 ( 1      3 ( 2

) خارج از كشور90كنكور سراسري رياضي                (2 ) 4      3

 .  مركز دايره را از خط تعيين و طول شعاع را از آن كم مي كنيمي ه فاصل.  صحيح است2گزينه : جواب 

3161642
1422

2
1

 cbaRو),()
b

,
a

(Cyxyx 2122044222   

               13445
20

25
1583

169
1543








 minCHمركز از خط مماس ي ه فاصل    

O),(ي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن   معادله:كار در كلاس  2ي   بوده و روي خط به معادله10 yx 22 وتري به طول 
.)                                                         مي دانيم كه عمودي كه از مركز دايره بر يك وتر رسم شود آن وتر را نصف مي كند: راهنمايي . ( جدا كند

  )كتاب جديد43ص(                                                                                                                                   
  
  
  
  
  
C),( ي ه دايره اي كه نقطي ه معادل)مثال 0143 مركز آن باشد و از خط 21  yx:L ؟      كدام است،  جدا كند4 وتري به طول   

1 ( 12221  )y()x(    2 ( 42122  )y()x(                              

3 ( 82221  )y()x(    4  ( 82221  )y()x(                                                                                       

    . درست است 3 گزينه: جواب 



 25

10
169

12413
CH 24 و  BHAB        

                   82221844222  )y()x(BHCHR                                               L 
B 

A 

C 
R 

H 

022ي   را روي دايرهAي متغير   نقطه:نكته   cbyaxyx:)R,O(Cمتغير ي  و نقطه H را روي خط L به 
0ي  معادله cbyaxدر صورتي كه خط .   درنظرمي گيريمAHخط  و بر   از مركز اين دايره بگذردLعمود باشد  ،

ROHAHاز رابطه هاي متمايز با آن  A ي ه از نقطHنزديكترين و دورترين فاصله نقطه  بدست مي آيند  .                           

C),(بايد توجه داشت كه اگر  22                                                   مركز دايره باشد آنگاه ba

cba
OH




 L H 

O 

A 

2 yx 
A 

B 
H 

O 



﴿﴿  

 

  ۶٣  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

02 ي ه به معادلD اگر خط )23  mxyي ه و داير C04222 ي ه به معادل  yxyx ، غير مماس( متقاطع (
                                                                             ؟  كدام استmاه حدود  آنگ، باشند

1 ( 91  m  2 ( 9m  3 ( 9m 9 ياm  4 ( 455455  m                                    
  
  
  

0643خط ) ثالم  yx 54222 دايره  yxyx؟  اين دو نقطه چقدر استي ه فاصل،  را در دو نقطه قطع مي كند               
1 ( 1    2 ( 3      3 ( 6      4 ( 9                                                                                              

102                  :روش اول  .  صحيح است3گزينه : جواب  R و ),(O)y()x( 21102221                                          

1169           :                                           ين خط را محاسبه مي كنيم  مركز دايره از اي هفاصل
683





OH                       

                     6239110222  AHABAHOHRAH                                    
10222:                                 روش دوم 

3
4
3212

3
4
3

 )x()x(xy 102221 و  )y()x(             

                  6235
3225

14
5
3

5
14

32
014020225 










 )()(

yx

yx
xx   

01 خط )مثال ymx 3222 دايره  yyx؟  اين دو نقطه چقدر استي ه فاصل،  را در دو نقطه قطع مي كند                    
1 ( 2    2 ( 4      3 ( 5      4 ( 6                                          

y(x(O),(و  2R.  صحيح است2گزينه : جواب  1022212 مركز دايره از اين خط را محاسبه مي كنيم ي ه فاصل  :

.             يعني خط از مركز دايره مي گذرد        



 0

12
110

m
OH) مركز دايره از خطي هفاصل  (

42               :  پس ،  دو سر قطر دايره هستندB و A ، پس نقاط تقاطع خط با دايره  RAB     
  
  
  
  
  
  
  
 

  
421528 كمترين فاصله نقطه روي دايره )مثال  )y()x(؟  مختصات كدام است از مبدأ                                                             

) 86كنكور آزاد تجربي                            (                11 ) 4      17 ) 3      15 ) 2    13 ) 1

),(O                     .  صحيح است2گزينه : جواب  )y()x(O),( و 00 158421528   
15217  ROO كمترين فاصله مبدأ از نقاط روي دايره  2R 1728922564 و OO        

 مركز Oنقطه   به، ي يك دايره  در صفحهM هرگاه از نقطه :نزديكترين و دورترين فاصله نقطه از يك دايره:نكته
 را به ترتيب نزديكترين و دورترين MB و MA ،  قطع كندB و Aآن دايره خطي وصل كنيم تا محيط دايره را به ترتيب در نقاط 

  .  تا دايره گوييم و به صورت زير محاسبه مي كنيمMي   نقطهي فاصله
      ROMMBmax  و ROMMAmin                                                                                       

از اين دايره                     ) داخل دايره (Mي  ي نقطه شعاع دايره برابر است با نصف مجموع نزديكترين و دورترين فاصله: الف : نكته 
 از اين دايره) خارج دايره (Mي ي نقطهشعاع دايره برابر است با نصف تفاضل نزديكترين و دورترين فاصله:ب

O 
A 

B M AM 
O 

B 
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),(شعاع دايره به مركز ) 24 22 014222 و مماس خارج بر دايره  yxyx ؟                       ، كدام است                                 
   )خارج از كشور 93كنكور سراسري تجربي(              4  )4    32  )3      3  )2    22  )1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

O),(ي  ي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن نقطه معادله) مثال 1102222ي   بوده و بر دايره به معادله  yxyx از 
       .                                                                                                                                                                                  مماس بيروني باشد

                : مختصات مركز و شعاع دايره فوق را به دست مي آوريم : حل 

               2r و ),(O)y()x(yxyx 112212102222                                          
OOd مي دانيم اگر 2ي  و چنانچه از هندسه ي مماس خارج باشد كزين دو دايره طول خط المر  ،rrd                                          

228211211:                                           بنابراين داريم   )()(OOd       
                 222222  rrrrd                                                         

            :  را مي نويسيم )C(ي  ي دايره ، معادله و با داشتن مختصات مركز و طول شعاع

                                  0222222121  yxyx)y()x()كتاب جديد43ص(   

   :دايرهوضعيت نسبي دو :نكته
R,O(C( و C)R,O(دو دايره  دراين صورت داريم .  را در نظرمي گيريم                                                                                    :

دو دايره متخارج ) 1 RROO   
دو دايره مماس خارج ) 2   RROO  
دو دايره متقاطع ) 3 RROORR  
دو دايره مماس داخل ) 4 RROO  
دو دايره متداخل ) 5 RROO0  
OO يا 0OOدو دايره متحدالمركز ) 6   

R,O(C( و C)R,O(ي    اگر دو دايره:نكته                                          222 بر هم عمود باشند آنگاه RROO   

022شرط لازم و كافي براي آنكه دو دايره به معادله هاي : نكته   cbyaxyx)y,x(C و 

022  cybxayx)y,x(C بر هم عمود باشند آنستكه  )cc(bbaa  2 

O 
R 

O 
R

O 
R 

O 
R 
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O O 

O O O 
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O C 
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O),(معادله دايره اي كه مركزش نقطه )مثال 22  44222به معادله و بر دايره  yxyx؟     كدام است،  مماس خارج است 

1 ( 12222  )y()x(    2 ( 42222  )y()x(                             

3 ( 92222  )y()x(    4 ( 162222  )y()x(                                                  
          : مختصات مركز و شعاع دايره فوق را به دست مي آوريم  . درست است 2 نه گزي:جواب 

                   3r و ),(O)y()x(yxyx 219222144222              
OOdمي دانيم اگر  س خارج باشدي مما  طول خط المركزين دو دايره  ،rrd                                                                           

525222221:                                                                                        بنابراين داريم   )()(OOd 
                                              2535  rrrrd            

42222                           :  را مي نويسيم )C(ي  ي دايره ، معادله و با داشتن مختصات مركز و طول شعاع  )y()x(             
),(ي   در نقطهC و Cدو دايره )مثال ),(ي   همواره از نقطهC، اگر قائم هاي بر دايره   مماس بروني هم هستند10 32 مركز   بگذرد ،

                                                    ؟   كدام است5 با شعاع Cدايره 
1(  ),( 31  2(  ),( 21    3(  ),( 21     4(  ),( 11                 )94 آزاد رياضي كنكور سراسري و (

ي تماس عمود است پس هر خط عمود بر دايره از   بر دايره بر شعاع دايره در نقطهخط مماس :اول روش .  صحيح است1گزينه : جواب 

O),(ي  و درنتيجه نقطه.  مركز دايره مي گذرد 32  مركز دايره Cشيب خط .  استOA 220 برابر
31





m                                      

12ي آن به صورت  و معادله  xyي  بنابراين مختصات نقطه.    استO به صورت ),(O 12 است    .    

        152552121205  )()(AO                                     
O),( آنگاه 1اگر  11 1بنابراين مقدار .   كه در اين صورت دو دايره مماس دروني مي شوندقابل قبول نيست                                 .
O),( آنگاه 1اگر  311بنابراين مقدار .   كه در اين صورت دو دايره مماس بروني مي شوندقابل قبول نيست   .                      

و .  يره از مركز دايره مي گذردي تماس عمود است پس هر خط عمود بر دا  بر دايره بر شعاع دايره در نقطهخط مماس :روش دوم
O),(ي  درنتيجه نقطه 32  مركز دايره Cي  نقطه.   استO مركز دايره Cي   بر روي خطي كه از دو نقطه),(A O),( و 10 32    

12002.                                                                                      ي گذرد واقع استم
131 




 xy)x(y:OA 

O),(اگر .  حال به بررسي گزينه ها مي پردازيم.   در اين معادله صدق مي كنند4 و 1از طرفي تنها مختصات گزينه هاي  31د  باش

5345233221:                     داريم   )()(OO 52231220 و  )()(OAR 
RROOودرنتيجه   .                                                                  بنابراين در اين حالت دو دايره مماس بروني اند552

.                  ي تماس عمود است پس هر خط عمود بر دايره از مركز دايره مي گذرد ع دايره در نقطه بر دايره بر شعاخط مماس: روش سوم 

O),(ي  و درنتيجه نقطه 32  مركز دايره C52231220.                                               است  )()(OAR 
        .   قرار داردAO وسط Aي   اختيار مي كنيم بديهي است كه نقطهOA را وسط Mي  نقطه

                   ),(MAO
MO

A 3122 


 و),(
AO

M),(A 11210 


   

42422ي  بر دايره به معادله Cي  دايره)مثال  yxyxي  هر خط قائم بر دايره.   مماس خارج استCي   از نقطه),( 78 
                                                                                              ؟                                                            كدام استCي  شعاع دايره.  مي گذرد

M 
O  

A 
O 
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  ۶۶  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

 )خارج از كشور96كنكور سراسري رياضي(                9  )4      8  )3    7  )2      6  )1
O),(ي   از نقطهCي  هر خط قائم بر دايره.   صحيح است2گزينه : جواب      .   كه همان مركز دايره است مي گذرد78

                         3164162
1

R و ),(Oyxyx 1242422  

       731010271282   RRRROO
خارجمماس

)()(OOd   
86222 دو دايره به معادلات )25  yxyx 0124822 و  yxyx ؟   دارند نسبت به هم كدام وضع را  

  ) 87كنكور سراسري تجربي (متخارج                            ) 4    متقاطع ) 3    مماس داخل ) 2  مماس خارج ) 1
  
  
  
  
  
  

0422 دو دايره به معادلات ، aبه ازاي كدام مقدار)مثال  xyx 08222 و  ayxyx؟ د مماس خارج يكديگرن 
) 90كنكور سراسري رياضي   (                                   8 ) 4      7 ) 3      6 ) 2    5 ) 1

aaR              .  صحيح است4گزينه : جواب   1746442
O),( و 1 41  2162 و

1
R و ),(O 02              

81791725  aaaRROO) 5169). دو دايره مماس خارج اند OO         

42324 ي ه وجود دارد كه بر محور طول ها و داير2چند دايره به شعاع ) مثال  )y()x(؟  مماس باشد                                         
) خارج از كشور87كنكور آزاد رياضي(              بيشمار ) 4      1 ) 3      2 ) 2    صفر ) 1

42324 ي هبا توجه به آنكه پايين ترين نقط .  صحيح است2گزينه : جواب   )y()x( 2كمتر از                                   
                                                                                    ،  را بر روي محور طول ها بغلتانيم2 اگر دايره به شعاع ، واحد با محور طول ها فاصله دارد

  .  پس دو دايره با شرايط مذكور وجود دارد. در دو مكان بر دايره فوق مماس مي شود

O),(ي دايره اي را بنويسيد كه مركز آن   معادله:3تفعالي 36422ي  ره بوده و با داي10  yxyx                                           
                                                                                                                                                                                              . مماس داخل باشد

.                                               ي فوق را به صورت استاندارد تبديل كنيد و از آنجا مختصات مركز و طول شعاع آن را بيابيد ي دايره معادله) 1

           000r  و ),(O)y()x( 00000000020002000                                                           

000231220.        طول خط المركزين دو دايره را به دست آوريد) 2  )()(OOd                                                        
0002200022000:           ، داريم   مي دانيم2ز هندسه با توجه به آنچه ا) 3  rrrrrd  

2220002120:                         ، معادله دايره را مي نويسيم  با داشتن مختصات مركز و طول شعاع) 4 )()y()x(  
   )كتاب جديد44ص(                                                                               ؟                                                        چرا مسئله دو جواب دارد
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  ۶٧  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

)كتاب جديد44ص                 (    :  وضعيت هر يك از جفت دايره هاي زير را نسبت به هم مشخص كنيد :كار در كلاس 

                    073141022  yxyx 36422 و  yxyx)  الف

                                                     012222  yxyx 1222 و  xyx)   ب

                                                                012222  yxyx 922 و  yx)   ج

                                                              0194822  yxyx 422 و  yx)  د  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0222دايره   دو)مثال  yxx 8222 و  yxx ؟  دارندينسبت به هم چه وضع                              
             )82كنكورآزاد تجربي              (              متخارج ) 4    قاطعمت ) 3    مماس خارج ) 2  مماس داخل ) 1

213      . درست است 1 گزينه: جواب   RROO 2 وOO 3 وR و ),(O 01 1 وR و ),(O 01     

02222 دو دايره به معادلات b به ازاي كدام مقدار )مثال  yxyx 0422 و  byyx؟  مماس داخل اند       
) 1385-86كنكور سراسري رياضي                      ( -2 ) 4      -3 ) 3      -4 ) 2    -5 ) 1

bbR                  . درست است 2  گزينه:جواب   44162
O),( و 1 20 2442 و

1
R و ),(O 11              

        4224242  bbbRROO 211 و OO       

25223 شعاع كوچكترين دايره اي كه بر دو دايره )مثال  y)x( 1221 و  y)x(؟  مماس است چقدر است                  
                               )84د رياضي كنكور آزا(                     5/1 ) 4      5/0 ) 3      2 ) 2    1 ) 1

O),( و 5R چون .  صحيح است1گزينه : جواب  03 1 وR و ),(O                                                           .  پس دو دايره متداخلند01
),(در نتيجه دايره مطلوب دايره اي به مركز  01 است1 و به شعاع  .                                                                                                             
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  ۶٨  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

0242 دايره  دو)مثال  yxx 5242 و  yxx؟  نسبت به هم چه وضعي دارد                           
     )86كنكور آزاد تجربي(                                . متقاطعند ) 4    . متخارج اند ) 3  . مماس خارجند ) 2  . مماس داخلند ) 1

x(:C(Oy),( و 2R                                                                             .  درست است4 گزينه :جواب  024222   

     RROORR  422 و  )(OO 3 وR و ),(Oy)x(:C 029222    

1222عادلات  دو دايره به م)مثال  xyx 922 و  yx؟  نسبت به هم چه وضعي دارند                                                               
) 64كنكور سراسري تجربي    (   . مماس خارج اند ) 4    . متقاطعند ) 3    . متداخلند ) 2  . متخارجند ) 1

2442. صحيح است2گزينه:جواب
1

r  و),(Oxyx 011222 3وrو),(Oyx 00922  

rrOO در نتيجه 1OOپس    
  
  
  
  
  
  
  
  

03422 ي ه طول مماس مشترك دو داير)مثال  xyx 0211022 و  xyx؟  كدام است                                  
) 78كنكور آزاد تجربي (                                  ) 22 ) 4    10 ) 3      5 ) 2    2 ) 1

O),(نقاط  .  صحيح است4گزينه : جواب  O),( و 02 05 112162 مراكز دو دايره و
1

R 2841002و
1

R 

3 خط المركزين اين دو دايره مي باشند و چون 3OOشعاع هاي دو دايره و  RROO پس دو دايره مماس بروني 

221922              . مماس مشترك خارجي آن دو قابل محاسبه است لذا فقط . اند  )RR(OOTT       

12122مماس مشترك هاي خارجي دو دايره)مثال  )y()x(42222و  )y()x(در كدام نقطه متقاطع اند؟  
1 ( ),( 60    2 ( ),( 06    3 ( ),( 03    4 ( ),( ) 75كنكور آزاد رياضي (                                    30

                                                                           .  مماس مشترك هاي خارجي دو دايره با خط المركزين همرسند.  صحيح است2گزينه : جواب 
                                                   . مطابق شكل محور طول ها يكي از مماس مشترك هاي خارجي دو دايره است

                                                 .  جواب مسأله است21OOمحل تقاطع محور طول ها به خط 

                  )xx(
xx

yy
yy:OO 112

12121 



) (و )  خط المركزيني همعادل,(O 222  و ),(O 121 

              ),(xx
y

xy)x(y 06602
3

4
10

2
3

4
124

11  





       

4ي   مي خواهيم وضعيت خط به معادله :4فعاليت  yx03222ي   و دايره  yyxرا تعيين كنيم                 .                    
xyي خط  از معادله: روش اول   ، مختصات  با اين كار در صورت برخورد خط و دايره(ي دايره جايگزين مي كنيم  ، را در معادله 4

2 
1 

2 2 

R,O(C( و C)R,O(  ي ه مماس مشترك هاي خارجي دو دايري هانداز:  الف :نكته  برابر است با  :      

                         22 )RR(OOTT  
R,O(C( و C)R,O(  ي ه مماس مشترك هاي خارجي دو دايري هاز اند:حالت خاص  نيز باشند برابر  كه مماس بروني 

RR                                             : است با  2  
R,O(C( و C)R,O(  ي ه مماس مشترك هاي داخلي دو دايري هانداز:  الف :نكته   برابر است با  :      

                  22 )RR(OOTT  
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  ۶٩  د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

0000342242.) :                                           نقطه هاي برخورد از معادله حاصل به دست مي آيد  )x()x(x 
ي فوق ريشه حقيقي ندارد و در نتيجه خط و دايره نقطه  ، نشان دهيد معادله ي حاصل و تعيين علامت  با ساده كردن معادله

                                                                                                  .                                                                                       برخوردي ندارند
.  ي مركز دايره از خط را بيابيد سپس فاصله.  ي دايره را استاندارد كنيد و مختصات مركز و طول شعاع آن را بيابيد معادله: روش دوم 

  )كتاب جديد45ص(                                   ؟                                    ت به هم چه وضعي دارنددهيد خط و دايره نسب چگونه تشخيص مي
  
  
  
  
  
  

در اين حالت ؟   شود وضع دايره و خط نسبت به هم چگونه است0 يا 0،  ي حاصل از برخورد خط و دايره اگر در معادله:سؤال
  )كتاب جديد45ص(                         ؟                                                                                      ي مركز دايره از خط چگونه است ها فاصله

  
  
  
  

0634 خط )مثال  yx 01282424 نسبت به دايره به معادله  xyx؟  چه وضعي دارد                                    
                      . مماس بر اين دايره است ) 2      . قائم بر دايره است ) 1

                                                                 . دايره را قطع نمي كند ) 4      . دايره را قطع مي كند ) 3

ROHOH),(C                              . ت استدرس 2 گزينه: جواب  



 2916

21242 و 60401
1

R      

  
  
  
  
  
  
  
  
  

A),(ي  در نقطه) مثال 32222ي   روي دايره32  yxyxي اين خط مماس را به  معادله.   مماسي بر آن رسم كرده ايم
  )كتاب جديد45ص(                                                                                                                                             .                دست آوريد

  
  
  
  

222 واقع بر دايره b,a(A(معادله خطي كه در نقطه : نكته  Ryx به صورت ،  بر اين دايره مماس  باشد 
2Rbyax مي باشد  .  

222 معادله خط مماس بر دايره به معادله :نكته الف  R)y()x(  در نقطه )y,x(  واقع بر آن  به صورت زير  11

211                                                                                         . است R)y)(y()x)(x(      

y,x(A(معادله خطي كه در نقطه   :ب 022 واقع بر دايره  11  cbyaxyx                                                            

0121211 به صورت  ، باشد بر اين دايره مماس  c)yy(
b

)xx(
a

yyxxمي باشد  . 

a 
b 

O 

A 

1x 

1y C 

)y,x(A 11 
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 ٧٠   د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

032422 معادله خط مماس بر دايره به معادله )مثال  yxyx در نقطه ),(M                     ؟ واقع بر دايره كدام است 14
1 ( 0133  yx      2 ( 0133  yx                                

3 ( 01 yx        4 ( 05  yx                                                        
با تعيين مختصات .  ، بر خط مماس عمود است ي تماس با توجه به اينكه شعاع دايره در نقطه: روش اول  . ست استدر 4  گزينه:جواب 

    .   را تعيين مي كنيم و از آنجا شيب مماس را به دست آورده و معادله آن را تعيين مي كنيمOAمركز دايره شيب 

                              ),(O)y()x(yxyx 1282122032422  

                      05  yx: معادله مماس d)x(ydmOMm 



 411111
24 

0121211                                                           :روش دوم   c)yy(
b

)xx(
a

yyxx   

05010220312          و 
242

4414 


 yxyx)y()x(
)(

yx),(M       

:                                                                                                                                                         را بنويسيد كه ي دايره اي معادله) 1تمرين 
O),() الف A),( مركز آن بوده و 11 .                                                                                                                          باشد نقطه اي از آن 23
O),() ب 043 مركز آن بوده و بر خط 12  yxمماس باشد                                                .                                                                       
O),() پ 11  1 مركز آن بوده و روي خط yx ايجاد كند2 وتري به طول                                                                               .             
1خطوط ) ت yx 3 و yx 634 شامل قطرهايي از آن بوده و خط  yxبر آن مماس باشد                                                     .
A),(از نقاط ) ج B),( و 21 12 بگذرد و 03  xyشامل قطري از آن باشد                                                                                               .
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 ٧١   د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

؟              شعاع اين دايره كدام است.  ، بر روي نيمساز ربع اول است  و مركز آنقطع كرده3و1هارادردونقطه به طول هايx، محور دايره اي)مثال
 )  خارج از كشور95ي كنكور سراسري تجرب             (3  )4    5  )3      2  )2     3  )1

xyو 0xي  همركز اين دايره روي خط به معادل: روش اول .  صحيح است 3 گزينه :جواب   ،درنتيجه مي توانيم .  قرار دارد 
),(مختصات مركز آن را به صورت  Cبرابر با شعاع دايره ، ع بر آن دلخواه واقي ه مركز دايره از هر نقطي ه فاصل.  در نظر مي گيريم 

B),( و A)0,1( ي ه چون دو نقط. است                       :  پس .  بر اين دايره واقع اند03

               2)0(2)3(2)0(2)1(  CBCAR 
                                             28422)3(22)1(  
                                     52)02(2)12(  CAR  

022            :             دايره را مي نويسيم ي ه گستردي همعادل: روش دوم   cbyaxyx  
xyو 0xي  همركز اين دايره روي خط به معادل  ،قرار دارد                              .                                                                                    

                              )1         (ba
ba

xy  ( و 22
b

,
a

(C 22  

B),( و A)0,1( ي هچون دو نقط                                                   : پس .  بر اين دايره واقع اند03

              )4(34082)2()3(
)3(00309

)2(0001
  








caaca

ca
 

                                                                             4)4(),1(  ab  
                   51216162

1422
2
1034422  cbaRyxyx             

B),( و A)0,1( ي ه دو نقطچون: روش سوم   عمودمنصف پاره خطي كه اين دو نقطه را به هم وصل مي  پس.  بر اين دايره واقع اند03
xy يعني ،  را نوشته با خط داده شدهAB لذا كافي است عمودمنصف پاره خط .  از مركز دايره عبور مي كند، كند  قطع دهيم . 

2                                                     . مركز دايره حاصل مي گردد x  0,2(و(M 0 و
11


ABm

m  0 وABm

                                                52)02(2)12(2
2

2 















CARy

x
Cx

xy
  

),( ي هدايره اي از دو نقط) مثال ),( و 10 2 يك قطر آن به صورتي ه گذشته و معادل03 yx؟       شعاع اين دايره كدام است.  است 
) خارج از كشور90كنكور سراسري تجربي                (3 ) 4      5 ) 3      2 ) 2    2 ) 1

 ي ه پس مركز اين دايره روي خط به معادل،  توجه كنيد كه قطر هر دايره از مركز آن مي گذرد.  صحيح است3گزينه : جواب 
2 yx ،ورت  درنتيجه مي توانيم مختصات مركز آن را به ص.  قرار دارد),(C   مركز دايره از ي ه فاصل.  در نظر مي گيريم2

A),( ي ه چون دو نقط.  برابر با شعاع دايره است،  دلخواه واقع بر آني ههر نقط B),( و 10     :  پس .  بر اين دايره واقع اند03

                            2023221202 )()()()(CBCAR  

                    10442212122  )()()( 

                           5211221  )()(CAR  

022            :             دايره را مي نويسيم ي ه گستردي همعادل: روش دوم   cbyaxyx  
    :  لذا داريم .  قطر دايره صدق مي كندي هادل پس مختصات مركز دايره در مع، از طرفي قطر هر دايره از مركز آن مي گذرد
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              )1         (42222  ba
ba

yx و )
b

,
a

(C 22  

                                          )(baba
)()(

)(ca

)(cb 48308323
300309
20010

 







 

                                    312  c
)(

b  241 و  a)(),(  

                  512442
1422

2
1032222  cbaRyxyx             

A),( ي هاگر دايره از دو نقط: روش سوم  B),( و 10  از ،  عمودمنصف پاره خطي كه اين دو نقطه را به هم وصل مي كند، عبور كند 03
2 يعني ،  را نوشته با خط داده شدهABت عمودمنصف پاره خط  لذا كافي اس. مركز دايره عبور مي كند xy مركز . قطع دهيم 

432      . دايره حاصل مي گردد
332

1
 xy)x(y و),(M 2

1
2
31 و 3


ABm

m  3 و
1

ABm

                             52112101
1

43
2

















)()(CAR
y

x
C

xy

xy       

ayxyx را طوري به دست آوريد كه aحدود ) 2تمرين     )كتاب جديد45ص (    . ي يك دايره باشد  بتواند معادله5322
  
  

0427222 ي ه منحني به معادل، a مقادير ي ه به ازاي كدام مجموع)26  ayy)a(x؟  يك دايره است                            
1 (  3    2 (  3      3 (  33,    4(               )خارج از كشور85كنكور سراسري تجربي (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

O),(هر دايره به مركز ):ايرهوضعيت نقطه نسبت به د(نكته  و شعاع R222ي  و با معادله R)y()x(  

222ي معادله. رو و برون افرازمي كند، صفحه رابه سه بخش درون R)y()x()y,x(C  را در نظر مي گيريم       :
y,x(M(ي نقطه هايي مانند   مجموعه، داخل دايره: الف   كمتر از شعاع دايره ، ي آن ها از مركز دايره  مي باشندكه فاصله11

0112212122:  درنتيجه . است  )y,x(CR)y()x(ROMROM   
 اندازه كوتاهترين وتري                                          .  درون دايره قراردارد نمي توان مماس بر دايره رسم كردMي  در اين حالت كه نقطه

y,x(CAB( . ذرد در رابطه زير صدق مي كند مي گM كه از نقطه ABاز دايره مانند  112                                                 

y,x(CAB)y,x(C)y()x(ROMR)(:زيرا
AB

( 1121121212222
2    

B 
O 

A 

M 
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A),(وضعيت هر يك از نقاط ) 3تمرين 11  و ),(B 21  و ),(C D),( و 32 14  را نسبت به دايره 

054222  yxyxكتاب جديد45ص(                                .                                                                      تعيين كنيد(  
  
  
  
  
  
  

M),( براي آن كه نقطه k حدود )مثال 32 922 داخل دايره به معادله  kyyx؟  كدام است،  باشد                                 

1 ( 4
3

k  2 ( 3
4

k    3 ( 4
3

k    4 ( 3
4

k                                                                            

3                           . درست است 2 گزينه: جواب 
40939432  kk),(M   

m,(A( اگر از نقطه )27 42122 بتوانيم دو مماس بر دايره به معادله 2  )y()x( رسم كنيم حدود m؟  كدام است         
1 ( 3m  2 ( 1m      3 ( 13  m  4 ( 1m 3 ياm                                
  
  
  

A),( طول قطعه مماسي كه از نقطه )28 034222 بر دايره به معادله 14  yxyx؟  رسم شود برابر كدام است             
             )1383 -84ضيكنكور سراسري ريا (        32 ) 4      5 ) 3      4)   2    2)  1
  
  
  
  
  

y,x(M(ي نقطه هايي مانند   مجموعه، روي دايره: ب   .  برابر شعاع دايره است، ز مركز دايرهي آن ها ا  هستند كه فاصله11

0112212122                               :درنتيجه  )y,x(CR)y()x(ROMROM 
                                                .  روي دايره قراردارد از اين نقطه فقط مي توان يك مماس بر دايره رسم كردMي  در اين حالت  كه نقطه

y,x(M(ي نقطه هايي مانند   مجموعه، خارج دايره: ج   .  بيشتر از شعاع دايره است، ي آن ها از مركز دايره  هستند كه فاصله11

0112212122             :                 درنتيجه   )y,x(CR)y()x(ROMROM 
 بر اين دايره در MTدايره قراردارد مي توان دو مماس مساوي بردايره رسم كرد كه اندازه مماس  برون Mي  در اين حالت  كه نقطه

y,x(CMT( . رابطه زير صدق مي كند 11                                                                                                                                 

y,x(CMT)y,x(CR)y()x(ROMMT(     :زيرا 111122121222  



﴿﴿  

 

 ٧۴   د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص       ) دايرهمقاطع مخروطي: فصل دوم  ( دوازدهم3جزوه كمك درسي هندسه 

  
    

42242 طول كوتاهترين وتري از دايره )مثال  yyxx كه از نقطه ),(A                                     ؟  چقدر است،  مي گذرد11
)             83كنكورآزاد رياضي صبح                 (    1 ) 4    24 ) 3    22  )2    2    )1

1200212 :         اول روش . درست است 3  گزينه:جواب   )()(CA3164162  و
1

R و ),(C 12 

                            24322819222
2  BCBCCAR)

BC
( 

248421414             :روش دوم 
2

42242  BC
BC

yyxx)y,x(f     

25212 در دايره 3 چند وتر به طول )مثال  )y(x مي توان رسم كرد كه از نقطه ),(                                                        ؟ رد بگذ32
) 85كنكور آزاد رياضي عصر (                                    2 ) 4      صفر ) 3    بي شمار ) 2    1 ) 1

),( ي هين وتر ممكن و گذرنده از نقط طول كوتاهترAB فرض كنيم .  صحيح است3گزينه : جواب                                                      . باشد 32

817225213222002:                                                                    داريم   ))(()y,x(CAB 
  ) 97-98 دوازدهم 3هندسه ( .  پس هيچ وتري نمي توان رسم كرد،  كوچكتر است، شده از كوتاهترين وترچون وتر داده 

4222.         وضعيت هر يك از جفت دايره هاي زير را نسبت به هم مشخص كنيد) 4تمرين  xyx 422 و  yx)  الف

                                                                                      1221  y)x( 1212و  )y(x) ب

                                                                05232322  yxyx 122 و  yx) ج

                                         092622  yxyx 122 و  yx)  د
   )كتاب جديد45ص(                                         

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 عمود ، ه بر قطر گذرنده از آن نقطه وتري است ك،  كوچكترين وتري كه از يك نقطه واقع در درون يك دايره مي توان رسم كرد:نكته
.است
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A),(نقاط ) 5تمرين 11  و ),(B C),( و 11 31  رئوس مثلث ABCي دايره محيطي مثلث معادله.   هستند ABC را 
  )كتاب جديد45ص(           .                                                    به دست آوريدBي مماس بر اين دايره را در رأس  سپس معادله.  بنويسيد

  
  
  
  
  
  

),( ي ه شعاع دايره گذرا بر سه نقط)مثال ),( و 00 ),( و 12 21  ،؟  برابر كدام است                                                                                            

1 ( 102
1    2 ( 3      3 ( 5      4(  132

) 93كنكور سراسري و آزاد تجربي                (1

                    . براي بدست آوردن دايره محيطي مثلث بهتر است از معادله گسترده دايره استفاده كنيم : اول روش .  صحيح است1گزينه : جواب 

                       0322
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1
3

024121
021412
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022









































yxyx
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cba),(

cba),(

c),(
cbyaxyx

 

                                2
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4
102

2
12

2
3

 R)y()x( 

    :   درنتيجه .  بنابراين شعاع آن نصف اندازه وتر است. به سادگي ديده مي شود مثلث فوق قائم الزاويه است: روش دوم 

                                                                                    2
102212122

1
 )()(R       

)كتاب جديد45ص                               (    : وضعيت هر يك از خطوط و دايره هاي زير را نسبت به هم مشخص كنيد ) 6تمرين

                          074422  yxyx 043 و  yx)  الف

                                                                                                              222  yx 2 و yx)  ب

                                                                  22222  yxyx 1 و yx)   ج  
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0222 ي هير معادله قطري از دا)مثال  xyx عمود بر خط xy  ،؟  كدام است                      
1 ( 2 xy  2 ( 22  xy  3 ( 12  xy  4 ( 1 xy       ) 76كنكور سراسري تجربي( 

C),( ي ه مركز اين دايره نقط.  مي باشد-1مي دانيم حاصل ضرب شيب هاي دو خط عمود بر هم  . ست صحيح ا4گزينه : جواب  01 
xy از طرفي شيب خط . است  1 به صورتm مي باشد و چون قطر بايد بر خط xy 1  عمود باشد پس شيب آنm 

1110                               .  قطر به صورت زير محاسبه مي شودي هخواهد بود درنتيجه معادل  xy)x(y    

1222ي  ي بين خط مماس بر دايره  زاويهaبه ازاي كدام مقدار ) مثال  yxyxي   و خط به معادلهayx   در 23
؟                                                                                                                                                                درجه است90،  ي تلاقي آن ها نقطه

 )96كنكور سراسري رياضي(                                     5  )4      4  )3      3  )2    2  )1
شيب خط مماس بر دايره در نقطه تماس با آن برابر است با مشتق به ازاي مختصات نقطه : روش اول .   صحيح است1گزينه : جواب 

12تماس پس
22









y

x

yf
xfm از طرفي شيب خط ayx  2 برابر است با 23

3


B

A
m و چون خط مماس  

12:                                                                                     و اين خط بر هم عمودند پس
3

12
221 




 )(
y

x
mm 

                     22626622
346623 


  

axax)
xa

(x
ayx  

ayxي  ي تماس با آن عمود است پس خط به معادله ايره در نقطهبا توجه به اينكه خط مماس بر شعاع د: روش دوم    قائم 23
                .   بردايره است به عبارت ديگر مركز دايره روي اين خط واقع است

                                                       22
12132

1122  aa)(),()
B

,
A

(C   

),(ي هقط از ن، هر خط قائم بر دايره) 29 121 اين دايره بر خط به معادله.  مي گذرد xy؟     شعاع دايره كدام است.  مماس است 
  ) 88كنكور سراسري تجربي                           (  23 ) 4      3 ) 3    22 ) 2    2 ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  
1  3  4  3  2  3  4  4  1  4  2  3  3  4  3  4  2  4  2  4  

21  22  23  24  25  26  27  28  29  
3  4  1  2  1  1  4  2  4  
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 باشد و Lفرض كنيد طول نخ .   ثابت كنيدF و Fي   يك تكه نخ در نظر گرفته و دو سر آن را مطابق شكل در دو نقطه :1فعاليت 
FFL دو طرف   اي رسم كنيد كه در تمام زمان رسميك مداد را مانند شكل داخل نخ كنيد و منحني اي به گونه ،                                      

.                                                                   شكل حاصل منحني بسته اي خواهد بود كه بيضي نام دارد.  نخ به صورت صاف و كشيده شده باشد
؟    برابر چيستF و Fي ثابت  مجموع فاصله هاي اين نقطه از دو نقطه.  ي دلخواه روي شكل رسم شده در نظر بگيريد يك نقطه) 1
 وصل كنيد و نشان F و Fي ثابت  يريد و آن را به دو نقطه در درون بيضي رسم شده در نظر بگAي دلخواه مانند  يك نقطه) 2

                                                                   .                                    استL كوچكتر از F و Fي مورد نظر از  دهيد مجموع فواصل نقطه
.)                                  امتداد دهيد تا بيضي را قطع كند سپس از نامساوي مثلثي استفاده نماييدA را از سمت FAپاره خط : راهنمايي (

 وصل كنيد و نشان دهيد F و Fي   بيرون بيضي رسم شده در نظر بگيريد و آن را به دو نقطهDي دلخواه مانند  يك نقطه) 3
.                                                                                                                  استL  بزرگتر از F و Fي مورد نظر از مجموع فواصل نقطه

                .)                        را رسم كنيد و از نامساوي مثلثي استفاده كنيدDF،   با بيضي باشدFB محل برخورد Dي  اگر نقطه: راهنمايي (
؟              ، آن ويژگي را ندارد ي ديگري از صفحه ي نقاط بيضي شديد كه هيچ نقطه چه ويژگي مشتركي در همهمتوجه وجود)3(تا)1(ازمراحل)4
.                                                     ه است تكميل نماييدبا توجه به آنچه گفته شد تعريف بيضي را كه با استفاده از مكان هندسي در زير آمد) 5

.                                               است. . . . . . . . . . يك مقدار . . . . . . . . . . بيضي مكان هندسي نقاطي از صفحه است كه مجموع فواصلشان از دو 
  ) كتاب جديد47ص.(  را ناميديم كانون هاي بيضي نام دارندFو F، بيضي را به دست آورديم و آنها ي ثابتي كه با توجه به آنها دو نقطه

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

AA.  بيضي مقابل را در نظر بگيريد:2فعاليت  و )قطركانوني( قطر بزرگ BB  بيضي ناميده مي شود) قطر ناكانوني( قطر كوچك  .
F و Fي  كانون هاي بيضي هستند و نقطهO  وسط پاره خط ،FF  مركز بيضي است ،                           .                                                        

.                                                                        نمايش دهيمc و a  ،b را به ترتيب با OC و OA  ،OBي پاره خط هاي  فرض كنيد اندازه
                                                  .                                                                                                استc2ي دو كانون بيضي برابر  بنابراين فاصله

.                                                           قرار مي گيرد در نظر بگيريدA و Aدر ترسيم بيضي با نخ و مداد دو وضعيت را كه مداد در نقاط ) 1
AFFAن دهيد كه نشا) الف  و از آنجا نتيجه بگيريد OAAO ي قطر بزرگ   و لذا اندازه                                                           

                                                                                                                                                            .                               استa2بيضي برابر 
                                                   .                                                              نشان دهيد طول نخ مورد نظر برابر است با طول قطر بزرگ بيضي) ب

222 قرار دارد در نظر بگيريد و نشان دهيد Bي  در رسم بيضي وضعيتي را كه مداد در نقطه) الف) 2 acb                                          

222 نتيجه بگيريد Bي   براي نقطهبا انجام همين كار) ب acBO  و با توجه به آن نتيجه بگيريد bOBBO  و 
  )كتاب جديد48ص      (                                 .                                                                   استb2ي قطر كوچك بيضي برابر  لذا اندازه

F F 

P 

.                            را در يك صفحه در نظر مي گيريم)  كانونبه نام (F و Fي ثابت  دو نقطه براي رسم بيضي :طريقه رسم بيضي 
LFFيك تكه نخ را به طول ثابت   در نظر گرفته و دو سر آن را در محل دو كانون F و F ثابت مي كنيم .                                     

  .  بيضي را رسم مي كنيم،سپس يك مداد را داخل اين نخ قرار داده و با گرداندن مداد داخل نخ

A B 

A F 

F 

B 
O 

A 

B 

A 
F F 

B 

O 

A A 
F F O 
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    منطبق هستند                                   y و x مركز بيضي مقابل بر مبدأ مختصات و قطرهاي آن مانند شكل بر محورهاي :كار در كلاس 
AAبرFي اگر خطي كه در نقطه.   است4 برابر A و Oي   از هر دو نقطهFي  و فاصله كرده ايم                                عمود                            

  )كتاب جديد48ص                   (  را به دست آوريدD، مختصات   قطع كرده باشدDي  بيضي را در نقطه
  
  

A 

B 

A F F 

B 

O 
x 

y 

),(D  

در ) به نام كانون (F و Fي ثابت و متمايز   مكان هندسي تمام نقاطي از يك صفحه است كه مجموع فواصل آنها از دو نقطه:بيضي
aFF (.  باشدa2آن صفحه مقدار مثبت و ثابت  2(  

aFMMF:  باشد آنگاه F و F بر روي بيضي به كانون هاي Mي   اگر نقطه:نكته  2و بعكس   
aFMMF:  باشد آنگاه F و F درون بيضي به كانون هاي Mي  اگر نقطه:  الف :نتيجه  2                                              

aFMMF:  باشد آنگاه F و F برون بيضي به كانون هاي Mي  گر نقطها: ب  2  
  . ي كانوني بيضي مي نامند  را فاصلهFF طول پاره خط :ي كانوني  فاصله

 خطي را كه از كانون هاي بيضي مي گذرد                                             : بيضي و مركز بيضي محورهاي كانوني و ناكانوني
                  محل برخورد دو محور                               .  را محور ناكانوني بيضي مي نامندFFمحور كانوني و خط عمود منصف پاره خط 

 مي توان ثابت كرد                                                              .  نامگذاري مي نمايندCكانوني و ناكانوني بيضي را مركز بيضي مي نامند و با 
  . رهاي تقارن بيضي و مركز بيضي مركز تقارن آن مي باشندكه محورهاي كانوني و ناكانوني بيضي محو

 .  محل برخورد محورهاي كانوني و ناكانوني بيضي با نمودار آن را بترتيب رأس هاي كانوني و ناكانوني بيضي مي نامند:رئوس بيضي 
  .  نامگذاري مي كنندB و B و A و Aو آنها را معمولاً  با 

هرگاه محور كانوني بيضي موازي محور طول ها باشد بيضي را افقي و هرگاه محور كانوني بيضي موازي محور :بيضي افقي و قائم 
  . عرض ها باشد بيضي را قائم مي نامند

ي ثابت واقع در درون   صفحه كه از يك دايره واقع در آن صفحه و يك نقطه مي توان ثابت كرد كه مكان هندسي نقطه اي از:بيضي 
  . يك فاصله باشد بيضي است آن دايره به

C),( ي ه ابتدا نقط: و نوع آنb وaطريقه رسم بيضي با معلوم بودن مركز و ) ي كنيمرا مشخص م) مركز بيضي ، 
 در طرفين مركز روي محور ناكانوني حركت مي كنيم و نقاط b ي ه در طرفين مركز روي محور كانوني و به اندازa ي هسپس به انداز

  .  بهتر است در انتها كانون هاي بيضي مشخص شوند. مي ناميم با داشتن اين نقاط بيضي را رسم مي كنيمB و A،A ، Bحاصل را

M 

A 

B 

A F F 
B 
C 
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 است از رابطه مي گذرد و بر محور كانوني عمود) يا هذلولي(طول وتري كه از يك كانون بيضي : مثال 
a

b
MN

22
 محاسبه مي 

.                                                                         مي باشند) يا هذلولي ( به ترتيب نصف قطر كانوني و ناكانوني بيضي b وa، كه در آن  شود
 مركز بيضي مقابل بر مبدأ مختصات و قطرهاي آن مانند شكل بر بدون آنكه از كليت مسأله كاسته شود فرض كنيم: وش اول ر: اثبات 

COF منطبق هستند و y و xمحورهاي   و OAa ي  اگر خطي كه در نقطه.   استF بر AA  عمود كرده ايم بيضي را در 
                                                                     .                           را به دست مي آوريمD و D، مختصات   قطع كرده باشدD و Dي  دو نقطه

c(F,(:                        جواب  0 و ),c(F a(A,( و 0 0 و ),a(A c(D,( و 0  و ),c(D        

           a)()cc()()cc(aFDDF 22022022  
22242422422224 caaaacac        

               )
a

b
,c(D

2
 و )

a

b
,c(D

a

b

a

b

a

ca 22222



       

                           
a

b
)

a

b

a

b
()cc(DD

22222                                

222222    :                 در بيضي داريم : روش دوم  FFMFFMFFMFFM  و aMFFM 2   

      
a

c

a

c
MFFM)c()MFFM)(MFFM(

22
2
2422          

       
a

b

a

ca

a

c
aMF)

a

c
a(MF

a

c
MFFM

aMFFM 22222
2222

2















  
   

                                                                                                  
a

b
MFMM

222   

  
  
  
  
A),(ه مركز مبدأ مختصات و رأس در بيضي ب)1 F),( و كانون 02 ، تا بيضي  ، يك خط از اين كانون بر قطر بزرگ آن عمود مي كنيم 01

                                   ؟  كدام استMN قطع كند اندازه وتر N و Mرا در 

1 ( 2
3    2 ( 2

5      3 ( 3      4 ( 4   

  
  
  
  
  
  

M 

F F M  

A 

B 

A F F 

B 

O 
x 

y 

D 

D 

مي گذرد و بر محور كانوني عمود است از رابطه ) يا هذلولي( طول وتري كه از يك كانون بيضي :نكته 
a

b
MN

22
  

 . مي باشند) يا هذلولي  ( به ترتيب نصف قطر كانوني و ناكانوني بيضيb وa كه در آن ، محاسبه مي شود

M 

F F M  
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acمي دانيم كه .   بيضي مورد نظر را رسم مي كنيمc و a در اين فعاليت با انتخاب مقادير مختلفي براير  :3فعاليت  0 و لذا 

10 
a

c دقت كنيد كه چگونگي ميزان كشيدگي بيضي چه ارتباطي با مقدار كسر 
a

cدر رسم بيضي به صورت تقريبي ابتدا .   دارد

FF را بر خط A و A، سپس نقاط   از هم در نظر بگيريدc2ي   را به فاصلهF و Fدو كانون   به گونه اي انتخاب كنيد كه 
ca برابر F تا Aي   و فاصلهF تا Aي  فاصله ي   و اندازهAA  برابر a2ي  ، سپس با استفاده از رابطه  باشد

222 cab  نقاط B و Bي رسم كنيد  را مشخص كنيد و بيضي را بطور تقريب                                                                                    :

1 (1c 4 وa   4؛
1


a

c                                                                                                                                                                

2 (2c 8 وa   4؛
1


a

c                                                                                                                                                                          

3 (1c 2 وa   2؛
1


a

c                                                                                                                                                                          

4 (2c 4 وa   2؛
1


a

c                                                                                                                                                                  

5 (3c 4 وa   4؛
3


a

c                                                                                                                                                                         

6 (6c 8 وa   4؛
3


a

c                                                                                                                              )كتاب جديد49ص(  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 با توجه به آنچه ديديد هر چه مقدار 
a

c به يك نزديك شود شكل بيشي كشيده تر شده و شكل بيضي به پاره خط نزديكتر مي شود و 

هر چه مقدار 
a

cبه اين سبب مقدار .  تر شده و شكل بيضي به دايره نزديكتر مي شود به صفر نزديك شود كشيدگي شكل بيضي كم
a

c 

  .  را خروج از مركز بيضي مي ناميم



﴿﴿  

 

 ٨١   د محسن زنوززادهيس    97- 98لي يسال تحص)       مقاطع مخروطي بيضي: فصل دوم ( دوازدهم 3جزوه كمك درسي هندسه 

1در حالتي كه 
a

c 0 بيضي تبديل به يك پاره خط و در حالتي كه
a

c؟   چرا.   بيضي تبديل به يك دايره مي شود                                    

  
  

aAA ثابت كنيد )مثال 2 قطر بزرگ بيضي و bBB 2قطر كوچك بيضي است   .                              

bababa)ba)(ba(bac,c,b,a      : جواب  220002220    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
F),( نقاط) 2 F),( و 11 13 محور كه بر  باشندي مي يك بيضيكانون ها x؟    كدام استيبزرگ اين بيض طول قطر .مماس است ها  
1 ( 52    2 ( 5      3 ( 3      4 ( 32  
  
  
  
  
  
؟                                                         چند قطر وجود دارد كه طول آن ها عدد طبيعي باشد) شكل مقابل (F و Fضي به كانون هاي  در بي)3
1 ( 4    2 ( 5      3 ( 7      4 ( 8   
  
  
  
  
  
FFB سه برابر مساحت مثلث OAB در بيضي شكل مقابل مساحت مثلث )4  ؟                      خروج از مركز بيضي چقدر است,  است

1 ( 6
1    2 ( 3

1      3 ( 2
1      4 ( 3

  ) 75كنكور آزاد رياضي (                                         2

  

7 2 
A 

B 

A 
F F 

B 

O 

كسر ) : كشيدگي بيضي( خروج از مركز بيضي :نكته 
a

c
e بايد توجه داشت كه در بيضي همواره .  را خروج از مركز بيضي مي نامند 

10  eاست  .  

222: ي عمومي بيضي  رابطه: نكته  cba   

222:  الف :نتيجه  bac   222 و cab   
ba در نتيجه 0c آنگاه 0eاگر : ب  1و اگر . يك دايره ميل مي كند  بنابراين شكل بيضي بهe آنگاه ac  در 

  . يك پاره خط ميل مي كند  بنابراين شكل بيضي به0bنتيجه 

2  :خروج از مركز بيضي : نكته 
2
21 )
a

b
(e  2 و يا

2
1

a

b
e   

  . يضي مي گذرند قطرهاي بيضي وترهاي از بيضي هستند كه از مركز ب:نكته 
MMاگر وتر دلخواهي از بيضي باشد همواره داريم :aAAMMBBb 22  

M 

M  
O 

F 

B 

A O F 
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          ؟  خروج از مركز اين بيضي كدام است.   است34 و طول قطر كوچك بيضي 616، مساحت لوزي   در شكل زير)مثال

1 ( 2
10    2(  8

10       3 ( 6
10    4 ( 4

10                                                                                   

24616322616222.      درست است 4گزينه: جواب 
1

 aa)b)(a( 32342 و  bb  

                                          4
10

16
10

32
20

32
1212

2
1 

a

b
e  

2و يا                                                                   
10

24
5252201232222 

a

c
ecbac   

                                      ؟                       خروج از مركز بيضي چقدر است.  قطر بزرگ بيضي دو برابر قطر كوچك آن است) 5

1 ( 2
2    2 ( 3

2      3 ( 2
3    4 ( 3

   )75كنكور سراسري تجربي  (                    3

  
  

؟                                   يضي جديد چند برابر مي شوداگر فاصله كانوني يك بيضي و قطر كوچك آن را نصف كنيم خروج از مركز ب) مثال
                                برابر4 ) 4     برابر2 ) 3     برابر1 ) 2   برابر5/0 ) 1

اگر خروج از مركز بيضي .   صحيح است2گزينه : جواب 
a

c
e باشد      .              

               e
a

c

cb

c

cb

c

cb

c

a

c
e 















2
22

2
2

4
12

4
1

2
1

22
2
1

    

A)/,( خروج از مركز بيضي كه رأس هاي كانوني آن )مثال A)/,( و 052 052 و ),/(F ؟                  كدام است,  يك كانون آن باشد 051

1 ( 5
2    2 ( 5

3      3 ( 5
1      4 ( 5

4                                                                                          

5                                 .  صحيح است2گزينه : جواب 
3

52
5151 

/

/

a

c
e/c 52 و /a     

 روي M، از نقطه اي مانند  d و با عبور از خط Bي   به نقطهAي   در پايه يازدهم ديديم كه كوتاه ترين مسير از نقطه:يادآوري 
  .   با هم برابرند2M و 1Mي ايجاد شده  ، به گونه اي كه دو زاويه  مي گذردdخط 

                                                                         .           بر بيضي مماس باشدMي   مانند شكل مقابل در نقطهd فرض كنيم خط  :4فعاليت 
؟                                                                 ؟ چرا رد كمترين مقدار را داF و F نسبت به دو كانون dمجموع فواصل كدام يك از نقاط خط ) 1
                                                     ؟                                                                                     ؟ چرا  نسبت به هم چگونه اند و ي  دو زاويه) 2
                                                               ي داخلي يك بيضي آينه اي باشد و از يكي از كانون هاي بيضي  با توجه به آنچه گفته شد اگر بدنه) 3

  )كتاب جديد47ص(؟  ؟ چرا انعكاس نور ز كدام نقطه خواهد گذشت، ي بيضي تابيده شودي داخل ي نوري بربدنه اشعه
  

A 

M d 
2 

B 

1 

F 

M 

F 

d 

 
 

B 

B 
A A 
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 باشندكدام است؟ 2درآن صفحه برابر مقدار معين FوFمكان هندسي نقاطي از صفحه كه مجموع فواصل آنها از دو نقطه ثابت)مثال
                                ره خطيك پا ) 2           بيضي ) 1

.                              باشد3  و 2 و 1 مي تواند هر كدام از گزينه هاي FFبسته به طول  ) 4       هيچ شكل حقيقي نيست ) 3
.                          باشد مكان يك پاره خط است2FFاگر .   باشد مكان بيضي است2FFاگر  .    صحيح است4گزينه : جواب 

  .  هيچ شكل حقيقي حاصل نمي گردد2FFاگر 
R و Rعاع هاي  و شO و Oي متداخل مفروض با مراكز متمايز  مكان هندسي مركز دايره هايي كه بر دو دايره) 6  مماس داخل 

         ؟                                                                                                                                                                              باشد كدام است
                                                                           O و Oبيضي به رأس هاي  ) O    2 و Oبيضي به كانون هاي  ) 1

OOر دايره اي به قط ) 4          دايره ) 3     )                         67كنكور آزاد رياضي(  
  
  
  
  
  
  
  

F),(نقاط )مثال F),(و04 04 كانون ها و ),(M 30    نقطه اي از يك بيضي مي باشند طول كوچكترين قطر اين بيضي كدام است؟ 
1 ( 3    2 ( 6      3  (8      4 ( 10                                                               

51023020423020422:   روش اول : جواب   a)()()()(aMFFMa   

              62391625222482  BBbbcabcFFc 
62330.                     صحيح است2گزينه : روش دوم   BBbCBb),(MBمركز بيضي  ),(C 00   

F),( از دو نقطه ثابت Mاگر مجموع فاصله هاي نقطه ) مثال F),( و 02 02 مختصات يكي از رأس هاي كانوني شكل   باشد6 برابر ،
                                                        : حاصل برابر است با 

1 ( ),( 32   2 ( ),( 03    3 ( ),( 04    4 ( ),( 32                                                                                 
a(A,(),(                 .  صحيح است2گزينه : جواب  03 و ),(),(),(C 00022  362 و  aa   

  
  
  

؟                                                                                       ي رأس كانوني يك بيضي از دو كانون بيضي كدام است حاصل ضرب فاصله)  مثال

1(  b2    2(  b2      3(  22b    4(  2b                                                                                 
caي يك رأس بيضي از دو كانون  فاصله.   صحيح است4جواب  گزينه   و ca مي باشد   .        

                             222 bca)ca)(ca( حاصل ضرب فاصله ها  
، وتري كه از كانون   باشد5ي كانون تا رأس ناكانوني برابر   باشد و فاصله2ي يك كانون تا نزديكترين رأس به آن برابر  اگر فاصله) مثال

؟                                    ي بين اين دو نقطه كدام است ه قطع مي كند فاصله، بيضي را در دو نقط بيضي مي گذرد و بر قطر كانوني آن عمود است
1(  2/3    2(  8/4      3(  4/6      4(  6/9                                                                                     

2                                                   .                          صحيح است3 گزينه :جواب  caي كانون تا نزديكترين رأس به آن  فاصله

مسير حركت سياره ها به ) : قانون اول كپلر (ي يك نقطه از بيضي تا كانون هاكمترين و بيشترين فاصله:نكته
ي سياره ها از خورشيد   دارد كمترين و بيشترين فاصلهدورخورشيديك بيضي است كه خورشيد در يكي از كانون هاي اين بيضي قرار

ca:ي رئوس كانوني تا كانون ها مي باشد كه به ترتيب عبارتند ازهمان فاصله  و ca  
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                                 3255  ccaBFي كانون تا رأس ناكانوني   فاصله

           462
2

5
16222

/
a

b



طول وتر كانوني  16925222 cab  

B),(اگر ) 7 F),( و 61 ، وتري كه از كانون بيضي مي گذرد و بر قطر   به ترتيب يك رأس ناكانوني و كانون يك بيضي افقي باشند24
                                                          ؟                 ي بين اين دو نقطه كدام است ، بيضي را در دو نقطه قطع مي كند فاصله كانوني آن عمود است

1(  6/1    2(  2/3      3(  8/4      4(  4/6    
  
  
  
  
  
  

                       ؟  باشند خروج از مركز بيضي چقدر است14 و 4 كانوني بيضي از دو كانون آن بترتيب رأس يك ي ه اگر فاصل)مثال

1 ( 7
2    2 ( 2

1      3 ( 9
5      4 ( 9

4                              

                           . درست است 3  گزينه:جواب 
















9
5

5
9

4
14

a

c
e

c

a

ca

ca     

                             ؟  خروج از مركز بيضي كدام است.  واحد است2 , رأس كانون تا نزديكترين ي ه فاصل و24 طول قطر كوچك بيضي )8

1 ( 3
1    2 ( 2

1      3 ( 4
1      4 ( 3

  ) 74نكور سراسري رياضي ك                      (            2

  
  
  
  
  

 .  بيضي استي ه همان كانون از نزديكترين نقطي ه سه برابر فاصل،  بيضيي ه يك كانون از دورترين نقطي ه فاصل،  در يك بيضي)مثال
                                       ؟ خروج از مركز بيضي كدام است

1 ( 3
1    2 ( 3

2      3 ( 2
1      4 ( 4

) 79كنكور سراسري رياضي  (                    3

2                                             . درست است 3 گزينه: جواب 
1

4
2243  e

a

c
ac)ca(ca    

؟                                                                               خروج از مركز اين بيضي كدام است8AF و 4OF،  در بيضي شكل مقابل) مثال

1(  2
1    2(  5

3      3(  5
4      4(  3

1                                                             

5.                                                 صحيح است3جواب  گزينه 
4588

4









a

c
a

acOAOFAF

OFc   

FM بر MF و 8MF  ،6FMاگر .  ي روي آن بيضي است نقطه اM، كانون هاي يك بيضي و  F و Fنقاط ) 9  عمود 
                                                          ؟                                                                                      ، خروج از مركز اين بيضي كدام است باشد

O F 
A A 

F 
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1(   7
5    2(  7

6      3(  8
5      4(  4

3      

  
  

1622نقطه روي محيط دايرهچند)مثال  yxها از دو نقطه دارد كه مجموع فواصل آنوجود),(A B),( و 03 03 باشد10 برابر  . 
 )90كنكور آزاد رياضي صبح                                   (   1 ) 4      صفر ) 3      4 ) 2    2 ) 1

 ثابت ي هفواصل آنها از دو نقطمكان هندسي تمام نقاطي از يك صفحه است كه مجموع  : اول روش .  صحيح است1گزينه : جواب 
),(A B),( و 03 03 زير استي هبه معادلبه مركز مبدأ مختصات و  باشد بيضي 10 در آن صفحه مقدار مثبت و ثابت  .            

         116
2

25
2

169252225102 
yx

cabaa 362 و  cABFFc 

E),(:نقاط برخورد عبارتند از  40 و),(E
yy

xx
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A),( ثابت ي همكان هندسي تمام نقاطي از يك صفحه است كه مجموع فواصل آنها از دو نقط: روش دوم  B),( و 03 03 در آن 
                      . استبه مركز مبدأ مختصات  باشد بيضي 10صفحه مقدار مثبت و ثابت 

            4169252225102  bcabaa 362 و  cABFFc 
Rbچون        )97-98 دوازدهم 3هندسه (  .  پس دايره و بيضي در دو نقطه بر هم مماس اند4

F),( چند نقطه روي محورهاي مختصات وجود دارد كه مجموع فواصلشان از دو نقطه )10 F),( و 21 24 ؟  باشد6 برابر                       
  )86كنكور آزاد تجربي (                                            4 ) 4      2 ) 3      1 ) 2    صفر ) 1
  
  
  
  
  
   ؟كدام است,  مماس باشد 6y و 1x , 5x , 4yيك بيضي با عرض مثبت كه بر چهار خط Fمختصات كانون) 11
1 ( ),( 52    2 ( ),( 32    3 ( ),( 51    4 ( ),(   ) 75كنكور سراسري تجربي (                            31
  
  
  

),(در نقاط )  است هاx موازي محور FF( يك بيضي افقي )مثال ),( و 04  فاصله كانوني .  بر محورهاي مختصات مماس است20
                                             ؟ بيضي چقدر است

1 ( 32    2 ( 34    3( 36    4( 38                                                                             

3441622222                               .  صحيح است2گزينه : جواب   baFFc 2 وb 4 وa   
  

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  
3  1  3  1  3  1  4  1  1  3  1                    
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                                             ي  خارج آن در نظر بگيريد و فرض كنيد فاصلهFي ثابت مانند   ثابت مانند و يك نقطهd يك خط  :5فعاليت 
F از خط d برابر lباشد                                                                                                                                                                                   .
.                                                                                                                يكسان باشدFي   و نقطهdي آن از خط   نقطه بيابيد كه فاصلهيك

.   بناميدd رسم كنيد و آن را d خطي موازي خط Fي  ؟ براي اين كار از نقطه بيدي ديگري با همين خاصيت بيا آيا مي توانيد نقطه
                             بيابيد dحال توضيح دهيد چگونه مي توانيد نقاطي بر خط .  ست اl برابر d فاصله شان از خط dتمام نقاط واقع بر خط 

                                                                                        .                                                              به يك فاصله باشدd و خط Fي  كه از نقطه
                                     ،                        قرار دارندFي   و نقطهdي يكساني از خط  اگر مسئله پيدا كردن تمام نقاطي از صفحه باشد كه فاصله

.                                                                                 ؟ در زير روشي براي يافتن نقاط مورد نظر ارائه مي گردد آيا مي توانيد راهكاري ارائه دهيد
                                               ABيك سر تكه نخ به طول .   باشندC و A  ،Bنيد سه رأس مثلث يك گونيا مانند شكل به نام هاي فرض ك

                                                BC ثابت كنيد و گونيا را در حالتي قرار دهيد كه ضلع Fي   از گونيا و سر ديگر نخ را در نقطهAدر رأس   را
                                                يك مداد را مانند شكل به گونه اي به نخ گير .   قرار داشته باشدAB بر ضلع Fي   واقع باشد و نقطهdبر خط

                                               دارد از خطي نقطه اي كه نوك قلم در آن قرار در اين حالت فاصله.  نخ كاملأ كشيده باشد هر دو قسمت دهيد كه
dي   و از نقطهF ؟                                                                                                     به هم چگونه است نسبت                                                 

                                                      دقت كنيد كه نوك قلم به .   واقع است گونيا را حركت دهيدd كماكان بر خط BCحال در حالتي كه ضلع 
                                                      ي در حال  فرض كنيد نقطه.  ي نخ در حالت كاملأ كشيده شده باشند  چسبيده باشد و هر دو تكهBCضلع 

                                                              هر كدام نمايانگر چهFX و BXپاره خط هاي .  هيم نمايش دX با در هر حالتحركت نوك مداد را 
؟                                                                                                        ؟ چرا آنها چه ارتباطي برقرار است هستند و بين Xي  خصوصيتي از نقطه

                                                                   ؟    توضيح دهيد كه با ادامه اين كار نقاطي كه توسط مداد رسم مي شوند چه ويژگي مشتركي دارند
                                .)                     مي توان حركت دادFي   در هر دو طرف نقطهd بر خط BCدقت كنيد كه گونيا را با منطبق كردن ضلع (

                                                      را خط هادي d را كانون سهمي و خط Fي  در اين حالت نقطه.  شكل حاصل از فعاليت قبل سهمي نام دارد
                                                       خطي عمود رسم كنيم سهمي را در نقطه اي قطع مي كند كه به آن رأس d بر Fر از مي ناميم و اگسهمي 

  )كتاب جديد50ص(                                            .                                                                    سهمي مي گوييم
  
  
  
  
  
  
  
  

a(F,(ي  فرض كنيد نقطه) 1  :6فعاليت  ي  عادلهها به مy موازي محور d، كانون سهمي و خط هادي   مثبت استa، كه در آن  0
ax ي   باشد و نقطه)y,x(Pداريم .   نقطه اي دلخواه واقع بر سهمي باشد :PBPF   .؟                                                         چرا

22202بنابراين  )yy()ax()y()ax(                                                                                                            

axy:   رساندن دو طرف و ساده كردن عبارت خواهيم داشت 2با به توان 42                                                                                               
                                                        ي رأس سهمي تا خط هادي است  ي كانون تا رأس سهمي و همچنين فاصله  برابر با فاصلهaدقت كنيد كه 

                                               ي كانوني سهمي مي نامند  را فاصلهaحالت عدد مثبت در اين .   استa2ي كانون تا خط هادي برابر  و فاصله

 مكان هندسي نقاطي از يك صفحه است كه از يك خط ثابت در آن صفحه و از يك نقطه ثابت غير واقع بر آن خط در آن :سهمي
  . حه به يك فاصله باشندصف

                                                    به عنوان هادي در نظر ABخط كشي مانند : ي رسم سهمي يك تكه نخ و گونيا  طريقه
                                                  گونيا را نيز انتخاب مي كنيم يك سر نخ را از يك MNي طول يك ضلع  گرفته و يك تكه نخ به اندازه

                                                    مداد را مطابق شكل در .  ، يعني كانون سهمي Fي   ثابت مي كنيم و سرديگر را در نقطهMي  در نقطه
 نوك ABبا لغزاندن گونيا در امتداد .   محكم قرار گرفته باشدM و F  ،Kتكه نخ بين نقاط  قرار داده به طوري كه Kي  يك نقطه

 . مداد يك سهمي را رسم مي كند
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هاست محور تقارن سهمي است xو چنان كه ديده مي شود خطي كه از كانون به خط هادي سهمي عمود مي شود كه در اينجا محور 
.                                                                                                                                محور كانوني سهمي يا محور سهمي هم مي گوييمكه به آن 

axي  ها به معادلهyحور در حالتي كه خط هادي موازي م) 2  باشد ولي كانون ),a(F 0                                                    در سمت چپ 
                                                                                           نشان دهيد كه در اين حالت       ) 1(آن قرار داشته باشد با انجام مراحل قسمت 

axyي سهمي به صورت  معادله 42 در اين حالت محور .   استxها محور سهمي است                                                        .                     
ayي  ها به معادلهx موازي محور dدر حالتي كه خط هادي ) 3  و كانون )a,(F  در بالاي آن قرار دارد با انجام مراحل 0

ayxي سهمي به صورت  نشان دهيد كه در اين حالت معادله) 1(قسمت  42 است                                                                                        .
.                                                                                                                                                       ها محور سهمي استyدر اين حالت محور 

2در واقع اين معادله همان (
4
1
x
a

y ي سهمي با آن آشنا شديد ي دهم به عنوان معادله  كه در پايه     (.                                                        

ayي  ها به معادلهx موازي محور dدر حالتي كه خط هادي ) 4  و كانون )a,(F 0ام مراحل قسمت  در زير آن قرار دارد با انج

ayxي سهمي به صورت  نشان دهيد در اين حالت معادله) 1( 42 است                                                                                                      .
  ) كتاب جديد52و51ص(                                                                                      .                     در اين حالت محور ها محور سهمي است

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

         .                                                     ي سهمي با رأس واقع در مبدأ مختصات را مي توان در جدول زير خلاصه كرد مطالب فوق در باره
  )كتاب جديد52ص(            

  
  
  
  
  
  

xyي  معادله: مثال  62 ؟                                                                                                      ؟ آن را مشخص كنيد  مربوط به چه شكلي است
.                                                                        هاستxي آن رو به راست است و محور آن محور   كه دهانهي يك سهمي است اين معادله: حل 

a46با قرار دادن   2 داريم
3

a  . لذا كانون آن),(F 02
ها                                                                      y و خط هادي آن موازي محور 3

2ي  و به معادله
3

xكتاب جديد53ص(           .         شكل تقريبي آن به صورت مقابل است.   است و رأس آن مبدأ مختصات است(  
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axyي   ديديم كه معادله) :محورها(انتقال  42 كانون آن   يك سهمي است كه رأس آن واقع بر مبدأ مختصات ،),a(F 0  ،
axي  ها به معادلهyخط هادي آن موازي محور    محور آن محور ،x 0خط (هاy (حال با .  ي آن رو به راست است و دهانه

)hx(a)ky(ي  ي انتقال مي دانيم مي توان گفت معادله توجه به آنچه در باره  ي همان سهمي است كه به   معادله42
                                                                                                                                         hرت منفي بودن در صو( به سمت راست hي  اندازه

                                                                                                                                      در صورت (  به سمت بالاkي  و به اندازه) به سمت چپ
                                                                                                                                        لذا .  انتقال يافته است)  به سمت پايينkمنفي بودن 

k,ha(F(كانون آن، )k,h(رأس آن به مختصات   ،                                                                                                                                   
hax به معادلههاyموازي محور خط هادي آن   ،                                                                                                                                  
kyمحور آن خط  ي آن كماكان رو به   و دهانه                                                                                                                                             
  )كتاب جديد53ص                                   (.  راست است

                               ؟                                                                        چند نقطه روي سهمي وجود دارد كه از رأس و كانون به يك فاصله باشد) 1
  بيشمار ) 4      2 ) 3      1 ) 2    هيچ ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                               F در آن صفحه و يك نقطه ثابت مكان هندسي تمام نقاطي از يك صفحه است كه از يك خط ثابت :سهمي
  .  را خط هادي سهمي مي ناميم را كانون و خط ثابت F نقطه ثابت ، يك فاصله باشند  و در آن صفحه بهخارج از 
MHMF: ي رسم كنيم داريم  را بر خط هادMH روي سهمي عمود Mي   اگر از نقطه:نكته    

              .  خطي كه از كانون سهمي مي گذرد و بر خط هادي آن عمود است را محور كانوني سهمي مي ناميم:محور كانوني سهمي 
  .  محور تقارن آن مي باشد، مي توان ثابت كرد كه محور سهمي

                             .  قطع مي كند كه به آن رأس سهمي مي گويندSي سهمي را در نقطه اي مانند  مي شاخه محور سه:رأس سهمي 
  .  قرار داردFKاره خط  رأس سهمي وسط پSي   نقطه،  قطع كندKي  اگر محور كانوني سهمي خط هادي را در نقطه

  . ي سهمي بازتر شود كانون دورتر از رأس سهمي است  هر چه دهانه:نكته 
  :نوع سهمي 

               . سهمي را افقي مي ناميم) يا خط هادي سهمي موازي محور عرض ها باشد(هرگاه محور سهمي موازي محور طول ها باشد : الف 
  . سهمي را قائم مي ناميم) يا خط هادي سهمي موازي محور طول ها باشد(هرگاه محور سهمي موازي محور عرض ها باشد : ب 

                                       :ي محور تقارن و معادله سهمي  مختصات كانون و خط هادي و معادله

S),(هرگاه : الف  همي افقي باشد آنگاه  رأس س


 a
F

) و ) كانونax  ) خط هادي (                                                  

)x(a)y(و ) محور تقارن (yو                       .  پارامتر سهمي مي باشدaو)ي سهميمعادله (42
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                             . همي به طرف چپ خواهد بودي س  دهانه،  باشد0aي سهمي به طرف راست و اگر    باشد دهانه0a اگر :تذكر

                                                                               . ي دو مي باشد  از درجهyي يك و متغير   از درجهxدر سهمي افقي متغير : تذكر 

S),( هرگاه :حالت خاص  0 رأس سهمي افقي باشد آنگاه 00
a
F) و ) كانونax ) خط هادي ( 0وy) و ) محور تقارن

axy 42 ) و ) ي سهمي معادلهaپارامتر سهمي مي باشد  .                                 

S),(هرگاه : ب   رأس سهمي قائم باشد آنگاه 
a

F

) و ) كانونay  ) خط هادي ( وx) و ) محور تقارن

)y(a)x(                                   .  پارامتر سهمي مي باشدaو ) ي سهمي معادله (42
                      . ي سهمي به طرف پايين خواهد بود  دهانه،  باشد0aي سهمي به طرف بالا و اگر    باشد دهانه0a اگر :تذكر 
                                                                                . ي دو مي باشد  از درجهxي يك و متغير   از درجهyدر سهمي قائم متغير : تذكر 

S),( هرگاه :خاص حالت   رأس سهمي قائم باشد آنگاه 00
a
F
ayو ) كانون (0 ) خط هادي ( 0وx) و ) محور تقارن

ayx 42 ) و ) ي سهمي معادلهaپارامتر سهمي مي باشد  .  
                                       :ي محور تقارن و معادله سهمي  مختصات كانون و خط هادي و معادله

 رأس سهمي افقي باشد آنگاه k,h(S(هرگاه : الف 

 ah

F) و ) كانونahx ) خط هادي (                                                     

kyو  ) (و ) محور تقارنhx(a)ky(            .   پارامتر سهمي مي باشدaو ) ي سهمي معادله (42
                             . ي سهمي به طرف چپ خواهد بود ، دهانه  باشد0a اگر  ي سهمي به طرف راست و  باشد دهانه0a اگر :تذكر 

                                            .                                    ي دو مي باشد  از درجهyي يك و متغير   از درجهxدر سهمي افقي متغير : تذكر 

S),( هرگاه :حالت خاص  0 رأس سهمي افقي باشد آنگاه 00
a
F) و ) كانونax ) خط هادي ( 0وy) و ) محور تقارن

axy 42 ) و ) ي سهمي معادلهaپارامتر سهمي مي باشد        .                           

 رأس سهمي قائم باشد آنگاه k,h(S(هرگاه : ب 
ak

h
F


akyو ) كانون ( ) خط هادي (                                                        

hxو  ) (و ) محور تقارنky(a)hx(                .  پارامتر سهمي مي باشدaو ) ي سهمي معادله (42
                      . ي سهمي به طرف پايين خواهد بود ، دهانه  باشد0aلا و اگر  ي سهمي به طرف با  باشد دهانه0a اگر :تذكر 
                                                 .                                ي دو مي باشد  از درجهxي يك و متغير   از درجهyدر سهمي قائم متغير : تذكر 

S),( هرگاه :حالت خاص   رأس سهمي قائم باشد آنگاه 00
a
F
ayو ) كانون (0 ) خط هادي ( 0وx) و ) محور تقارن

ayx 42 ) و ) ي سهمي معادلهaپارامتر سهمي مي باشد  . 
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M),(ي  در سهمي گذرا از نقطه) مثال ، كوتاه  انوني و خط هادي سهمي مي باشند به ترتيب محور ك2x و 2y كه خطوط 44
؟                                                                                                                                   ترين فاصله بين نقاط سهمي و خط هادي آن چقدر است

1 ( 5/0    2 ( 2      3 ( 5/1      4 ( 1                                                                                               
    :                          مي باشد پس سهمي افقي است درنتيجه yچون محور كانوني بر حسب .   صحيح است4گزينه : جواب 

          2
222


 aaaa

F 22 و خط هادي  aax 2 و محور كانونيy 

               144222242422422  a)a()()a(MHMF   
A),(ي سهمي به رأس  معادله: مثال  F),( و كانون 12                                            .           ي خط هادي آن را بنويسيد  را بيابيد و معادله52
:                                                                                      ، خواهيم داشت  با توجه به جايگاه رأس و كانون اين سهمي در دستگاه مختصات: حل 

1 (4a) ؟ چرا        (                                                                                                                                                                                       
                                                                                                                                     ؟                چرا.   است3yمعادله خط هادي آن ) 2
                                                              ؟                                                                                        چرا.  دهانه سهمي رو به بالاست) 3

)ky(a)hx(لذا معادله آن به صورت   )y()x(:  است و خواهيم داشت 42 11622            )كتاب جديد53ص (  
  
  
  
  
  
S)/,(ي  نقطه) 2 161  هر پرتو كه موازي محور .  ، رأس سهمي استxي ، به نقطه ها بر اين سهمي بتايد),/( 190  باز مي تابد   .

                                          ؟                                                                                              ، قطع مي كند ها را با كدام عرضyاين سهمي محور 
  )  خارج از كشور94كنكور سراسري تجربي        (-2،  0 ) 4    -4،  2 ) 3    -5،  3 ) 2    -6،  4 ) 1
  
  
  
  
  
  
  

122اگر مركز دايره ) 3  yxدله سهمي  كانون يك سهمي قائم رو به بالا باشد و دايره در رأس سهمي به آن مماس باشد معا
؟                                                                                                                                                                                                     كدام است

1 ( )y(x 142    2 ( y)x( 421   3 ( )y(x 142   4 ( y)x( 421    
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 ٩١   د محسن زنوززادهيس    97-98لي يسال تحص)      مقاطع مخروطي سهمي: فصل دوم ( دوازدهم 3جزوه كمك درسي هندسه 

),(سهمي به مختصات رأس ) مثال ),( و مختصات كانون 14 ، طول پاره خط   قطع مي كندB و Aي  ها را در دو نقطهx، محور  04
AB؟    كدام است                                     

1 ( 8    2 ( 4      3 ( 2      4 ( 1                                                      
               . ر آن رو به پايين استنوع سهمي قائم و تقع.   صحيح است2گزينه : جواب 

                                  )y)(()x()y(a)x(SyFya 1142442110 

               202  xx 6060260012482 يا  


 xx)x)(x(
y

yxx 

42612ويا                (        xx (420026202  )()(AB),(B يا ),(A 06   
A),(مختصات كانون و همچنين معادله سهمي را به رأس  : مثال .                                                                   بنويسيد9x و خط هادي 64
                                                                                   :   ، خواهيم داشت  با توجه به جايگاه رأس و خط هادي سهمي در دستگاه مختصات: حل 

1 (5a؟                                                                                                                              چرا                                                                      
F),(كانون آن به مختصات ) 2 61؟                                                                                                                          ، چرا  است                       
؟                                                                                                                                                                 چرا.  دهانه سهمي رو به چپ است) 3

)hx(a)ky(لذا معادله آن به صورت است   )x()y(:  و خواهيم داشت 42 42026     )كتاب جديد54ص(  
  
  
  

),(سهمي كه رأس آن ) مثال      ؟         ها را در دو نقطه قطع مي كند فاصله اين دو نقطه كدام استxمحور .   است5y و خط هادي 11
) 90كنكور آزاد رياضي عصر                                (2 ) 4    28 ) 3    24 ) 2    22 ) 1

ي ثابت  ي آن ها از يك نقطه  فاصله، سهمي مكان هندسي نقاطي از صفحه كه طبق تعريف: روش اول .   صحيح است0گزينه: جواب 
Fy),( و 1:    ، پس  باشد) خط هادي سهمي(ي آن ها از يك خط ثابت  ، برابر با فاصله )كانون سهمي(  S),( و 15 11  

           41115221  
),(

y)y()x(MLMFسھمي)y,x(M 

      )y()x(y)y()x( 11621523213  5ق ق  و غ 

          8351205  )(xxAB),(B و ),(Ax
y 03410

 
  

y)(()x(aaay),,(S(               :روش دوم  144214515511   

8351205.  گزينه غلط است4بنابراين هر  )(xxAB),(B و ),(Ax
y 03410

 
    

0442ي  مختصات كانون سهمي به معادله) مثال  xyy؟                      كدام است                     
1 ( ),( 51    2 ( ),( 31    3 ( ),( 20    4 ( ),( )  74كنكور سراسري رياضي                       (       40

x()y(xyy(S),(       رأس سهمي افقي .  صحيح است3گزينه : جواب  2114220442   
                      ),(),a(Faa 20144    

F),(مختصات رأس سهمي كه كانون آن ) 4              ؟                       ، كدام است  باشد3x و معادله خط هادي آن 53
1 ( ),( 33  2 ( ),( 53    3 ( ),( 50    4 ( ),(   ) 80كنكور سراسري تجربي (         03
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 ٩٢   د محسن زنوززادهيس    97-98لي يسال تحص)      مقاطع مخروطي سهمي: فصل دوم ( دوازدهم 3جزوه كمك درسي هندسه 

0882ي   واقع بر سهمي به معادلهy,x(M(تمام دايره هاي به مركز ) مثال  xyyط ثابت ، بر كدام خ  گذرنده بر كانون آن
                                          ؟      همواره مماس هستند

1 ( 6y  2 ( 2y    3 ( 4x    4 ( 0x                                                                                     
  گذشته و بر خط  غير واقع بر خط Fي ثابت   چون مكان هندسي مركز دايره هايي كه از نقطه.  درست است3گزينه : جواب 

0281682.            ي خط هادي سهمي را به دست آوريم مماس باشد يك سهمي است پس بايد معادله  )x(yy       

               422284  axaa و ),(S)x()y( 422824        
F),(سهمي با كانون ) 5 ؟                                          كند، قطع مي  ها را با كدام طولx، محور  4xي   و خط هادي به معادله32

1 ( 2
1

    2 ( 4
1

    3 ( 4
1      4 ( 2

  )خارج از كشور96كنكور سراسري تجربي             (1

  
  
  
  

F),(سهمي با كانون ) مثال ، طول پاره خط   قطع مي كندB و Aي  ها را در دو نقطهy، محور  3xي   و خط هادي به معادله11
AB ؟ ، چه قدر است                                       

) 83كنكور سراسري رياضي                       (          5 ) 4    24 ) 3      4 ) 2    22 ) 1
        .                                                        است پس سهمي افقي مي باشد3xي خط هادي چون معادله .  صحيح است3 گزينه :جواب 

ي  ، برابر با فاصله )كانون سهمي(ي ثابت  ي آنها از يك نقطه ، سهمي مكان هندسي نقاطي از صفحه كه فاصله طبق تعريف: روش اول 
                                                         :   ، پس  باشد) خط هادي سهمي(آنها از يك خط ثابت 

     )x()y(x)y()x(MLMFسھمي)y,x(M 242132121  

          243202210  AB),(B و ),(Ay)y(
x 22102218210     

S),(: ي كانون از خط هادي سهمي است پس  رأس سهمي وسط فاصله: روش دوم  12  از طرفي كانون سمت چپ خط 
142.   است0aهادي واقع است پس سهمي افقي و   aFHa                                           

)x()y()x(a)y(                                                                                     :و درنتيجه  242142  

          243202210  AB),(B و ),(Ay)y(
x 22102218210     

,Fy(),(),(                         :                              روش سوم 
LxFx(S 1212

31
2 




 12 و
31

2 





 LxFxa 

)x()y()x(a)y(                                                                                     :و درنتيجه  242142  

          243202210  AB),(B و ),(Ay)y(
x 22102218210     

:                      چهارم روش















)x(a)y(
aa

a 42
1
2

3
3 و 1 ax 1 و

1


 a
F 

)x()y()x(a)y(                                                                                     :و درنتيجه  242142  

          243202210  AB),(B  و),(Ay)y(
x 22102218210
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 ٩٣   د محسن زنوززادهيس    97-98لي يسال تحص)      مقاطع مخروطي سهمي: فصل دوم ( دوازدهم 3جزوه كمك درسي هندسه 

  
02دهانه سهمي به معادله ) مثال  )yx(ay مختصات   واحد است2 رو به راست باز مي شود و فاصله كانون تا خط هادي آن ،

                                             ؟                                                          رأس اين سهمي كدام است
1 ( ),( 21   2 ( ),( 20    3 ( ),( 10    4 ( ),( 21                                                  

0442122.    مي ناميمA2فاصله كانون تا خط هادي آن را : روش اول . درست 1 گزينه:جواب   xyyAA        
                            ),(S 21  10484 و  xx 20420 و  yyyf  

(),(                                         :روش دوم 
a
,
a
(S 2124  44 و

2
2  a)

a
x(a)

a
y( 122 و  AA   

02دهانه سهمي به معادله ) 6  )yx(ay مختصات   واحد است2 رو به راست باز مي شود و فاصله كانون تا خط هادي آن ،
                                             ؟                                                          كانون اين سهمي كدام است

1 ( ),( 21   2 ( ),( 20    3 ( ),( 10    4 ( ),(   )  82كنكور سراسري تجربي                        (      21
  
  
  

)x(xyفاصله كانون از خط هادي سهمي ) 7                                      ؟   كدام است21

1 ( 4
1    2 ( 1      3 ( 2

  )86كنكور آزاد رياضي صبح (                               2 ) 4      1

  
  

),(محور تقارن يك سهمي با رأس ) مثال 31 موازي محور xي  نقطهاگر اين سهمي از .  ها است),( ي كانون تا  ، فاصله  بگذرد95
؟                                                                                                                                                                            ، كدام است خط هادي آن

 )96كنكور سراسري تجربي                                      (4 ) 4      5/3 ) 3      3 ) 2    5/2 ) 1
چون طول رأس سهمي از طول نقطه روي سهمي كوچكتر و محور تقارن سهمي موازي محور طول هاست .   صحيح است2گزينه : جواب 

)x(a)y(                                                                  .                 پس سهمي افقي و دهانه آن به راست باز مي شود  42 

                    322
3154239951423   aa)(a)(

),(
)x(a)y(  

),(ي   نقطهاگر اين سهمي از.   خط هادي در يك سهمي اند2x محور تقارن و خط 1yي  خط به معادله) مثال ،   بگذرد23
                                  ؟ ي كانون تا خط هادي آن كدام است فاصله

1 ( 1    2 ( 4
5      3 ( 2

)  83كنكور سراسري تجربي                       (              2 ) 4      3

M),(ي  و سهمي از نقطه) كانوني( محور تقارن 1yخط .  ست صحيح ا1گزينه : جواب  .   در سمت راست خط هادي مي گذرد23
                             .   است0aي آن به راست باز مي شود يعني  پس سهمي افقي و دهانه

  )       1 ()(a)(a)(
M

)x(a)y()x(a)y(  341342124142 

           122
1014242341122  aaaa)a(a

)(
aax     

 a2:ي كانون سهمي از خط هادي آن برابر است با فاصله:نكته
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 ٩۴   د محسن زنوززادهيس    97-98لي يسال تحص)      مقاطع مخروطي سهمي: فصل دوم ( دوازدهم 3جزوه كمك درسي هندسه 

طول .   قطع مي كند-5 و 1ها را در دو نقطه به عرض هاي yاين سهمي محور .   واحد است2ي كانون تا خط هادي يك سهمي  فاصله) 8
                                                                                                              ؟                                              رأس آن با علامت مثبت كدام است

1(   4
5    2 ( 2

3      3 ( 4
9      4 ( 2

  ) خارج از كشور94 كنكور سراسري رياضي           (5

  
  
  
  
  
  

 قطع مي 5 و 1ي به عرض هاي  ها را در دو نقطهy، محور   يك سهمي محور كه محور تقارن آن موازي محورهاي مختصات است)مثال
                                                             ؟          ، كدام است ي كانون سهمي تا خط هادي فاصله.  ي اول است كند و رأس آن بر روي نيمساز ناحيه

1 ( 3
2    2 ( 4

3      3 ( 3
4      4 ( 2

)  خارج از كشور92كنكور سراسري رياضي      (      3

ي                                با توجه به شكل براي تعيين عرض رأس سهمي كه محور عرض ها را در دو نقطه: روش اول .   صحيح است1گزينه : جواب 
),(A B),(و 10 ، رسم شكل سهمي در دستگاه                                          بهترين روش.  ي اول واقع است  كرده و بر روي نيمساز ناحيه قطع50

ي محور تقارن  معادله.  ندي هم طول روي اين سهمي ا  دو نقطهB و Aي  ، چون دو نقطه با توجه به نمودار مقابل.  مختصات است

32سهمي برابر 
51



yدر نتيجه مختصات رأس سهمي .   مي باشد),(S : ي سهمي افقي داريم   است و با توجه به معادله33

3) ي كانون سهمي تا خط هادي فاصله   (  
223

13042353423  aa)(a)()x(a)y( 

S),( و 0ي اول واقع است پس  ناحيهرأس سهمي بر روي نيمساز : روش دوم  ي سهمي افقي داريم   با توجه به معادله :  

                          








 2521
042550
04211042 )()(

)(a)(),(B

)(a)(),(A
)x(a)y(   

3) ي كانون سهمي تاخط هادي فاصله(
223

1304231351
5151









aa)(a)(  

232ي  سهمي به معادلهي دايره اي كه مركز آن كانون معادله)9
2
1

 xxy؟ ، كدام است و مماس بر خط هادي اين سهمي باشد 

1 ( 0124622  yxyx    2 ( 086422  yxyx                              

3 ( 054622  yxyx    4 ( 093622  yxyx        
  )خارج از كشور84كنكور سراسري رياضي(                                         

  
  
  
  

A 

B 

S  
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 ٩۵   د محسن زنوززادهيس    97-98لي يسال تحص)      مقاطع مخروطي سهمي: فصل دوم ( دوازدهم 3جزوه كمك درسي هندسه 

532معادله يك سهمي به صورت : مثال   xxyآن را به يكي از حالت هاي متعارف تبديل كنيد و كانون و .   داده شده است
                                                                                                .                                                        خط هادي و محور سهمي را مشخص نماييد

4:                                داريم : حل 
112

2
3

4
952

2
332532  y)x(y)(xxyxxy 

),(، رأس آن  ي يك سهمي است كه دهانه آن رو به بالا لذا معادله 4
11

2
3

 14 و a 4 و درنتيجه
1

aاست                                               .

ka,h(F(),(بنابراين  32
3

 2 كانون آن و خط هادي آن به معادله
5

 kayاست                                                   .      

2معادله محور سهمي به صورت 
3

 hxاست   .  

                                  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2122122نمودار منحني ) مثال )y()x(yx ؟       چه شكلي است                         
) 90كنكور آزاد تجربي              (                     سهمي    ) 4    هذلولي ) 3    بيضي ) 2    دايره ) 1

                      .       صحيح است4گزينه : جواب 

.            نمودار منحني سهمي است   022423142412222 xyyyyxxyx      

cos,(sinM(  مكان هندسي نقطه)مثال 12   ،؟ كدام مقطع مخروطي است                                                             
  )65كنكور سراسري رياضي (                   هذلولي ) 4    سهمي ) 3      دايره ) 2    بيضي ) 1

1212211.                   درست است 3گزينه: جواب   )y(xcos)y(cosy و  2sinx  
S),(ي  نقطه) 10 ),(ي  و از نقطه.  ها استyن موازي محور  رأس يك سهمي است كه محور تقارن آ12 ي خط  معادله.   مي گذرد50

                              ؟                                             ، كدام است هادي آن

02ي   معادله:سهمي ) كلي( گسترده ي معادله: نكته   DCyBxAx 02 و  DCxByAy 
ي   براي استاندارد كردن معادله. سهمي مي گويند) كلي(ي  ي گسترده ي يك سهمي مي باشد كه به آن معادله معادله0ACباشرط

  تبديل به مربع كامل ) 2             2ته بندي و فاكتورگيري از ضريب متغير درجه دس ) 1: مراحل زير را انجام مي دهيم : يك سهمي 
  . ي محور تقارن سهمي حاصل مي شود  اگر در معادله سهمي مشتق جزئي نسبت به متغير درجه دوم بگيريم معادله:نكته 
   :سهمي با هر كدام از اطلاعات زير مشخص مي شود: نكته 

  ي متمايز روي سهمي معلوم بودن سه نقطه:  ب .  دو تا از سه مورد كانون و رأس و خط هاديمعلوم بودن حداقل: الف 
 پارامتر سهمي برابر a ،  وقتي معادله به صورت ضمني باشد:روش سريعتر براي تعيين رأس و پارامتر سهمي :نكته 

به عبارت  . ي دوم است ي درجه ل است تقسيم بر چهار برابر ضريب جملهي او منهاي ضريب جمله اي كه معادله نسبت به آن درجه

02ديگر در سهمي هاي   DCyBxAx 02 و  DCxByAy داريم  :
A

C
a 4 يا 

A

C
a 4       

ي دوم است مشتق گرفته مساوي صفر قرار مي دهيم طول يا عرض   نسبت به متغيري كه از درجه، همچنين براي پيدا كردن رأس
  . ي سهمي قرار مي دهيم عرض يا طول رأس نيز به دست مي آيد  سپس آن را در معادله، رأس سهمي مشخص مي شود

074822در سهمي : مثال   yxxيم  دار:  

             2
1

24
4 





a و ),(Syyxxxf 4
1524

15074282222084   



﴿﴿  

 

 ٩۶   د محسن زنوززادهيس    97-98لي يسال تحص)      مقاطع مخروطي سهمي: فصل دوم ( دوازدهم 3جزوه كمك درسي هندسه 

1 ( 4
1

y    2 ( 2
1

y    3 ( 4
3

y    4 ( 2
3

y                ) 92كنكور سراسري و آزاد رياضي(   

  
  
  
  
  

0116423در سهمي به معادله ) 11  xyx ؟                                                                          ، كدام است ، معادله خط هادي

1 ( 3
5

y  2 ( 3
4

y    3 ( 3
2

y    4 ( 3
1

y)خارج از كشور88كنكور سراسري رياضي (  

  
  
  
  

081222، خط هادي سهمي  aبه ازاي كدام مقادير ) مثال  axyy 8ي  ، به معادله
21

x؟                                                     است

) 97كنكور سراسري و آزاد رياضي                    (5 و16 ) 4    5 و 12 ) 3    3 و 16 ) 2    3 و 12 ) 1

(:                  روش اول .   صحيح است4گزينه : جواب 
a

x(
a

)y(ax)yy(
10

2
23899622    

                 080212
8

10
8
21

824  aa
a

a
ax

a
a

a
a و 

a

10
   

                                 16 50165 يا  ))((   

30124                                                                                :روش دوم   yyyf 8244 و
a

)(

a

A

C
a 


 

                                          8
10

8
2110083692 a

a
ax

a
xax  

                                                         16 50165080212 يا  ))((aa   

axyy خط هادي سهمي 1xي  اگر خط به معادله) 12  A),(ي  ي نقطه ، فاصله  باشد422  از كانون سهمي كدام 43
                                           ؟                                                                                                                                                                       است

  ) 97كنكور سراسري و آزاد رياضي خارج از كشور    (6 ) 4      5 ) 3    62 ) 2    23 ) 1
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0322ي   كانون سهمي به معادلهaبه ازاي كدام مقدار ) مثال  xayy بر روي محور y؟                                                       ها است
1 ( 2    2 ( 3    3 ( 4    4 ( 6                                ) 91كنكور سراسري رياضي( 

ها است درنتيجه سهمي افقي و y و كانون آن بر روي محور 2 از درجه yچون : روش اول  .  صحيح است2گزينه : جواب 

),(),A(F  16    .      كانون آن مي باشد0
2

2
3

16
2

2
20322 a

x
a

y
a

yxayy   

                              8
3

2
34  AA  24 و

2
24
2

2
32

4
a

)
a

x()
a

y(  

                                           392
8
3

24
2

0  aa
a

A 

24:   روش دوم 
2

8
2

3034
2

424040 a
x

a
xx)

a
(a)

a
(

a
yayyf  

           39208
3

24
2

0  aa
a

A 8 و
3

4 



A

C
A 24 و

2a
        

22ي رأس سهمي تا خط هادي در سهمي  اصلهف) 13  xyy؟                چه قدر است                               

1 ( 2
1    2 ( 1      3 ( 4

1      4 ( 8
  ) ح پزشكي صب88كنكور آزاد تجربي                   (  1

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

09822نمودار معادله : مثال   xyyرا رسم كنيد                                                                                                                          .

x()y(xyy(ابتدا معادله را به حالت استاندارد تبديل مي كنيم : حل  18211982122                         
k,h(A(),(لذا معادله فوق يك سهمي با رأس  11284: داريم .   است كه دهانه آن رو به چپ است  aa                        

k,ha(F(),(و بنابراين  13 1 و معادله خط هادي آن به صورت haxاست                                                                     .
42 و به فاصله F كه هم طول با B و Bدر اين صورت نقاط  a از F                                                                                             باشند 

B),(يعني   53 و ),(B 33 نيز بر سهمي واقع اند                                                                   .                                                              
                                            به صورت يك B و A و Bفاصله هر يك از آنها را از كانون و خط هادي بررسي كنيد حال با وصل كردن نقاط  

  )يدكتاب جد55ص(                                        .  منحني و ادامه آن شكل تقريبي سهمي مورد نظر را به دست آوريد
  

نوشتن صورت استاندارد سهمي                                                                                                                                ) 1 :رسم سهمي
ي خط هادي آن                                                 و معادله) كانون (F، مختصات  )فاصله كانوني (a، مقدار   يافتن مختصات رأس سهمي)2
                                                                                                                                 رسم خط هادي و محور تقارن سهمي                  ) 3
.    روي آن جدا مي كنيم) در دو طرف كانون( از كانون a2دركانون سهمي خطي برمحورتقارن آن عمودمي كنيم و دو نقطه به فاصله )4
ي سهمي قرار مي گيرد و خط  ي سهمي همواره از رأس مي گذرد و كانون داخل شاخه رسم نمودار با در نظر گرفتن اينكه شاخه) 5

.ي سهمي را قطع نمي كند صورت مي پذيردهادي شاخه

 . استa4طول وتركانوني سهمي برابر.وتري است كه ازكانون سهمي عمودبرمحورسهمي رسم شودوبه آن محدودباشد:وتركانوني

),(B 33 

A 

1x 
),(B 33  

F 
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yx(y(ي  وتري از سهمي به معادله) 14  دايره ي اين  معادله.  ، قطري از يك دايره است  از كانون بر محور آن عمود باشد42
                                             ؟ كدام است

1 ( 0422  yyx      2 ( 0422  yyx                        

3 ( 2222  yyx      4 ( 22222  yxyx          ) خارج از كشور87كنكور سراسري تجربي          (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

A),(نقاط  )مثال 2
1

4
B),( و 1 2

1
4
1
4يك سهمي هستند كه خط   متعلق به

1
xمختصات رأس سهمي .   خط هادي آن است

                                                          ؟ كدام است

1 ( ),( 04
1    2 ( ),( 02

1    3 ( ),( 00    4(),( 4
1

4
                                 )  پزشكي81كنكور آزاد تجربي ( 1

M),( عمود بر محور كانوني و ABچون وتر كانوني .  صحيح است3گزينه : جواب  04
                                                      ،   استAB وسط 1

S),(                                         در نتيجه 0yپس محور كانوني    .  رأس سهمي است00
عرض رأس اين .   است2yي   قطع كرده و خط هادي آن به معادله5 و 1ها را در دو نقطه به طول هاي x يك سهمي محور  )15

                                            ؟ سهمي كدام است

1 ( 1-    2 ( 2
3

    3 ( 2
1

    4 ( 2
  )خارج از كشور84كنكور سراسري تجربي(             1

  
  
  
  
  
  
  

4
1

x A 

B 

M 

x(A,(اگر دو نقطه :  الف :نكته 1 و ),x(B 2) ي محور تقارن                          روي يك سهمي باشند معادله) بربا عرض هاي برا

2به صورت ) ميانگين طول ها(
21 xx

x


 و رأس سهمي ),
xx

(S 0002
21 و نوع سهمي قائم است  .  

y,(A(اگر دو نقطه : ب  1 و )y,(B 2) ي محور                                         روي يك سهمي باشند معادله) بربا طول هاي برا

2به صورت ) ميانگين عرض ها(تقارن
21 yy

y


 و رأس سهمي )
yy

,(S 2
21000 و نوع سهمي افقي است  . 

S 
A B 

2
21 xx

x


 

S A 

B 

2
21 yy

y
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4ي  خط هادي يك سهمي به معادله) 16
13

xي  هر پرتوي كه از نقطه.   است),( 24
5
در امتداد محور   بر اين سهمي بتابد ،xا ه

؟                                                                                                                    ها را با كدام طول قطع مي كندxاين سهمي محور .  باز مي تابد

1 ( 3
1    2 ( 4

3      3 ( 9
5      4 ( 4

  ) 94كنكور سراسري و آزاد تجربي                         (5
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              ؟ ي كانون تا رأس آن كدام است فاصله.   واحد است60ي آن   واحد و قطر قاعده9ي سهموي در مركز آن  عمق يك آينه) 17
  )  خارج از كشور92كنكور سراسري تجربي            (25 ) 4    5/22 ) 3      20 ) 2    15 ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

A),(ي  از نقطه) مثال 0 32 دو خط مماس عمود بر هم بر منحني به معادله
2
1

 xyرسم شده است   ،؟                   كدام است

1 ( 2
3    2 ( 2      3 ( 4

9      4 ( 2
) 90كنكور سراسري رياضي                                    (5

 رسم مكان هندسي نقاطي كه از آن نقاط دو مماس عمود بر هم بر يك سهمي مي توان: اولاً : روش اول .  صحيح است4گزينه : جواب 

)y(a)x(معادله خط هادي سهمي به معادله : ثانيا ً .  ، خط هادي آن سهمي است كرد   ay به صورت 42   مي 

2. باشد
5

2
132

1
4
224  ayaa  332232و

2
1

 )y(xxy 

A),(ي خط مماس بر منحني را از نقطه  ابتدا معادله:  روش دوم  0 با شيب مفروض m مي نويسيم  :      
                          mxy)x(my 0 

              : ي مضاعف دارد پس  مي دانيم معادله تلاقي خط مماس با منحني ريشه

          06220622232
2
1

 mmxxmxxy 

121:                                     شرط عمود بودن دو خط آن است كه .  ريشه هاي اين معادله باشند2m و 1mفرض كنيم  mm 

2:                                                                                                                          در نتيجه 
51621 

a

c   

  
  
  
  
  
  

   .  خط هادي آن سهمي است، ن هندسي نقاطي كه از آن نقاط دو مماس عمود بر هم بر يك سهمي مي توان رسم كرد مكا:نكته

y,x(A(اگر :ي نسبت به سهمي وضعيت يك نقطه:نكته :                         ي سهمي باشد آنگاه   نقطه اي در صفحه11
.  بيرون تقعر سهمي قرار داردAي  نقطه: الف  011 )y,x(f                                                                              

.  روي سهمي قرار داردAي  نقطه: ب  011 )y,x(f                                                                                       
.  درون تقعر سهمي قرار داردAي  نقطه: ج  011 )y,x(f  

  .  از هر نقطه واقع بر محور تقارن سهمي و بيرون از تقعر آن مي توان دو مماس با طول هاي مساوي بر سهمي رسم كرد:نكته 
 از هر نقطه واقع بر محور تقارن سهمي و بيرون از تقعر آن مي توان يك قائم بر سهمي رسم كرد                                                 :كته ن

  . ولي از هر نقطه واقع بر محور تقارن سهمي و درون تقعر آن مي توان سه قائم بر سهمي رسم كرد
ازات هر امتداد دلخواه به جزء امتداد محور تقارن همواره يك مماس بر سهمي مي توان رسم كرد و به موازات محور  به مو:نكته 

 .تقارن هيچ مماسي بر سهمي نمي توان رسم كرد
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01242از كدام نقطه زير مي توان دو مماس هم اندازه بر سهمي ) مثال  yxy؟                                                                  رسم كرد
1(   ),( 12    2 ( ),( 12    3 ( ),( 23    4 ( ),( 12                                                                                    

از هر نقطه واقع بر محور تقارن سهمي و بيرون از تقعر آن مي توان دو مماس با طول هاي مساوي بر  .  صحيح است1گزينه : جواب 
.  نادرست است4 و 3گزينه .                                                                         رسم كردسهمي 10220 yyyf 

.                                          نقطه بيرون سهمي است         0812811212 ),(f),( 
. قطه درون سهمي استن                                         0812811212 ),(f),(   

142دو منحني ) مثال  yx 12164 و
2

 y
x                                                                                                                                    

                              . فقط در دو نقطه متقاطع اند ) 2      . ار نقطه متقاطع انددر چه ) 1
) 87كنكور آزاد تجربي (                   .                            فقط در دو نقطه مماس اند ) 4. در دو نقطه متقاطع و در يك نقطه مماس اند ) 3

03426412164:روش اول .صحيح است3گزينه:جواب
1412164

2



 yyy

y
y

x142و  yx 

                                           4
1 16 يا

3
64

142
64

19242






y 

                                                2
7

4
7214

32
16
3

 xxxy 

011214                                             ريشه مضاعف         
32

4
1




 xxxy   

  رسم دو منحني سهمي و بيضي: روش دوم 

22سهمي  ) مثال  xy 4242 و بيضي  yx؟                                                                                                        چه وضعي دارند
                                       . در دو نقطه متقاطع اند ) 2      . در چهار نقطه متقاطع اند ) 1

        ) خارج از كشور87كنكور آزاد تجربي (             .                                          بر هم مماس اند ) 4     . يكديگر را قطع نمي كنند ) 3

01221544422242424222:                  روش اول : جواب   xx)x(xyxxy        

.  ي چهار جواب دارد معادله       8
23

x  8 يا
7

8
23

 x 8 يا
72

8
8152 


 xx 

  رسم دو منحني سهمي و بيضي .  صحيح است1گزينه : روش دوم 

322نحني چند نقطه روي م) مثال  xxy؟                                                        باشد5ي   وجود دارد كه از محور طول ها به فاصله
) 88بي عصر كنكور آزاد تجر(                                   2 ) 4      صفر ) 3      1 ) 2    3 ) 1

                                        رسم سهمي و مقايسه آن با رأس سهمي : روش اول .   صحيح است4گزينه : اب جو

05322532205322:       روش دوم   


 xxxx
y

y)xxy,x(A  

                                                          معادله دو ريشه دارد        05412442 acb   
 نزديك F به كانون B نزديك تر و F به كانون A.   كانون هاي بيضي اندF و F روي يك بيضي و B و Aي  دو نقطه) 1تمرين
BFFAاگر .  تر است نشان دهيد   باشد ،                                                                                                                                                  :

FB و AFي كه دو پاره خط در حالت) الف با هم موازي اند  يكديگر را درون بيضي قطع نكنند ،                                                                      .
FB و AFدر حالتي كه ) ب  يكديگر را درون بيضي در نقطه اي مانند Mمثلث ،   قطع كنندFFM  متساوي الساقين است و   
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Mكتاب جديد57ص(                                        .                                                                                    روي قطر كوچك بيضي است(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

AA عمودي بر F است و از كانون e، قطر بزرگ بيضي  ، مانند شكل  Cقطر دايره ) 2تمرين يره را در نقطه اي  رسم كرده ايم تا دا
  )كتاب جديد57ص(                   .            نصف قطر كوچك بيضي برابر استMFثابت كنيد با .   قطع كندMمانند 

  
  
  
  
  
  
  
  

 را به گونه اي رسم كنيد كه در  dخط .   مشخص شده اندF و F روي ييضي و كانون هاي Mي  در شكل مقابل نقطه) 3تمرين
 را در نقطه اي                                            d  رسم كنيد تا خطMF خطي موازي با Fي   بر بيضي مماس باشد و سپس از نقطهMي  نقطه

FMFNثابت كنيد .   قطع كندNمانند                                                                               )كتاب جديد57ص(  
  
  
  
  
  

.                               واحد است4ي آن تا مركز بيضي برابر   واحد به گونه اي قرار دارد كه فاصله10 و 6 روي بيضي به اقطار Mي  نقطه) 4تمرين
FOOFOMنشان دهيد ) الف                                     .                                                                                                                      
FMFنشان دهيد مثلث ) ب قائم الزاويه است                                                                        .                                                                        
FM و MFطول هاي ) ج كتاب جديد57ص(  .                                                  را به دست آوريد (  

F F 

M 

O F F 

M B 

4OF 
B 3OB 5OA 

A A 

A
FA F

M

O 
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FFBي  ي زاويه اندازه.  برابر طول قطر كوچك استرگ دوربزبيضي مقابل طول قطدر)5تمرين كتاب جديد57ص(؟  چند درجه است(  
  
  
  
  
  
  
  

AAدر بيضي مقابل ) 6تمرين  و BB خط .   دو قطراندdي   در نقطهB پاره خط .  بيضي مماس است برBF را رسم مي كنيم و در 
 امتداد قطر بزرگ بيضي رسم مي  عمودي برC قطع كند و از Cي   را در نقطهd رسم مي كنيم تا خط BF عمودي بر Fي  نقطه

، مقدار  45FĈBاگر .   قطع كندDكنيم تا آن را در نقطه اي مانند 
AF

ADرا به دست آوريد    .        
  )كتاب جديد57ص(                                

  
  
  
  
  
  
  

yxyسهمي ) 7تمرين 422 همچنين مختصات نقاط .  مختصات رأس و كانون سهمي را يافته و آن را رسم كنيد.   مفروض است
  ) كتاب جديد55ص(           .                                                                                               برخورد سهمي و محورهاي مختصات را بيابيد

  
  
  
  
  
  

O F F 

B 

B 

A A 

d 45 C 

D O 

B 

B 

A A 
F 
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)a(cbxaxyي  مختصات رأس و كانون سهمي به معادله) 8ينتمر    )كتاب جديد58ص(           .      را به دست آوريد20
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

S),(اگر نقطه ) 18 32  رأس سهمي به معادله cbyyx                         ؟                 كدام استbc، مقدار   باشد2
1 ( 33    2 ( 44      3 ( 55      4 ( 66  
  
  
  
  
  
  
  

S),(معادله سهمي را بنويسيد كه ) 9تمرين F),( رأس و 21 21 كتاب جديد58ص (                .                                 كانون آن باشد(  
  
  
  
  
  
  
  

cbxaxyدر سهمي : الف : نكته   :  مي توان نوشت 2
a

bac
)
a

b
x(ay 4

242
2


 لذا نقطه 

)
a

bac
,
a

b
(S 4

24
2


رأس سهمي است  .                                           

cbyayxدر سهمي : ب   :  مي توان نوشت 2
a

bac
)
a

b
y(ax 4

242
2


 لذا نقطه )

a

b
,

a

bac
(S 24

24


 

 . رأس سهمي است
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442سهمي ) 10نتمري  xyمختصات نقاط   واحد دايره اي رسم مي كنيم3به مركز كانون سهمي و به شعاع .   مفروض است ،
  )كتاب جديد58ص(                  .                                                                                                             برخورد دايره و سهمي را بيابيد

  
  
  
  
  
  
  
  
  

باشد  مماس d بگذرد و بر خط Fثابت كنيد مركز هر دايره كه از .   مفروض استd و خط هادي F با كانون Pسهمي ) 11تمرين
با توجه به اين موضوع .   مماس استd گذشته و بر F، مركز يك دايره است كه از  روي سهمي است و برعكس هر نقطه روي سهمي

  ) كتاب جديد58ص(                                                        .                                                                 تعريف ديگري از سهمي ارائه دهيد
  
  
  
  
  
  
  
  
  
A),(ي  مكان هندسي مركز دايره هايي كه از نقطه) 19 11  5 گذشته و بر خطx؟                                                 مماس باشند كدام است 

1 ( 27822  xyy      2 ( 27622  xyy                                          

3 ( 23822  xyy      4 ( 023822  xyy   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                                                                 Fي ثابت  مكان هندسي مركز دايره هايي كه از نقطه،  در صفحه :نكته
 .  مماس باشد يك سهمي است گذشته و بر خط غير واقع بر خط 

 
M 

F 

H 
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 روي سهمي وصل Mي دلخواه   به نقطهFاز .   رسم شده استd و خط هادي F و كانون Aدر شكل سهمي با رأس ) 12تمرين
.                                                                              را بر عمود كرده ايمM  ،MTي   قطع كند و از نقطهN را در dكرده و امتداد داده ايم تا 

:                                                                                                   ثابت كنيد 
TH

NT

FA

FN 2
)  كتاب جديد58ص(  

  
  
  
  
  
  
  
  

ي كانوني متفاوت آنها به اين فكر افتاد كه  ي فاصله يك دانش آموز با ديدن دو ديش مخابراتي با ابعاد متفاوت و مشاهده) 13تمرين
                                                    .                                           ي كانوني آن را به دست آوريد چگونه مي توان با داشتن يك ديش فاصله

ي كانوني يك ديش                                                                                                         ي فاصله او از معلمش خواست كه فرمولي براي محاسبه
ي ديش را در خودش ضرب                                                                                                              بايد قطر دهانه:  گفت معلم به او.  به او بگويد

                                                                                                             ديش تقسيم كرد و عدد ) عمق(ي گودي  كرد و حاصل ضرب را بر اندازه
                                                                                                                          .  ي كانوني ديش است حاصل فاصله.   تقسيم كرد16حاصل را بر 

  ) كتاب جديد58ص(                 .   دليل درستي اين دستور را با توجه به سهمي رسم شده در شكل مقابل و فرمول سهمي توضيح دهيد
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، با استفاده از خواص بيضي  ، داده شده باشد  و محيط مثلثAH و ارتفاع BC، اندازه ضلع  ABCفرض كنيد از مثلث ) 14تمرين
  )كتاب جديد58ص(                         .                                                                                          ي رسم اين مثلث را توضيح دهيد شيوه

  
  
  
  
  
  
  
  
  

2xyسهمي )15تمرين  و دو خط موازي baxy:d 1 و baxy:d 2در نظر بگيريد  را كه با سهمي متقاطع اند ،  .

2xy و سهمي 1dي دومي تشكيل دهيد كه ريشه هاي آن طول نقاط برخورد خط  ي درجه معادله) الف باشد      .                         
     و سهمي باشند                                                                                                                      1d نقاط برخورد خط B و Aفرض كنيد ) ب

.                                                                                               را به دست آوريدMي  ، مختصات نقطه  باشدAB وسط پاره خط Mي  و نقطه
                                              انجام دهيد                                                              1d به جاي 2dرا با جايگذاري خط ) ب(و ) الف(مراحل ) پ

.                                                                            به دست آوريد)  و سهمي2dي وسط پاره خط از نقاط تقاطع  نقطه (Mي  و مختصات نقطه
MMخط ) ت  نسبت به محور y؟                                                                                                     ها چه وضعي دارد                                  
                                                                            با استفاده از نتايج قسمت هاي قبل روشي براي رسم محور تقارن يك سهمي با داشتن ) ث

  )كتاب جديد59ص (         .                                                    ابل را رسم كنيدنمودار آن ارائه دهيد و با اين روش محور تقارن سهمي مق
  
  
  
  
  
  

 

  
  
  
  
  
  
  

1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  
3  2  3  3  2  2  3  3  1  3  1  1  3  1  1  3  4  4  3    
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براي هر يك از روابط زير ابتدا چند نقطه از صفحه كه در آن رابطه صدق مي كند را مشخص كنيد و سپس شكل ) 1 :كار در كلاس 
                                                                                                                                                                                                كلي مربوط به آن
                          . را تعيين نماييد

                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
  )كتاب جديد62ص (                                                                        

  
  
  
  
  
                                                                                                                                    در هر يك از شكل هاي رو به رو ابتدا مختصات چند ) 2

                                                                                                                                       نقطه از آن شكل را مشخص نماييد و سپس با توجه به 
                                                                                                                                       ويژگي هاي مشترك نقاط مشخص شده و ويژگي هاي 

                                                                                                                                          مي كنيد رابطه مربوط به  ديگري كه از شكل دريافت
   )كتاب جديد63ص(                  . آن شكل را بنويسيد
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مختصات فضايي سه بعدي   Rz,y,x:z,y,xR 3 : هم بر عمود به دو دو سه محور ين دستگاه ازا Oxx ، 
Oyy و  Ozzبه سه صفحه را فضا  اين سه محور.  تشكيل شده است xOy ، yOzو  xOz دن مي كنهشت ناحيه تقسيم و 
وازي  مxOy  وyOz ، xOzه هاي صفح  طوري مي گذرانيم كه به ترتيب باAنقطه سه صفحه از فضا باشد نقطه اي در A اگر

) .  و عرض ها و ارتفاع ها عمود باشند، بر محورهاي طول ها طوري مي گذرانيم كه به ترتيب Aنقطه سه صفحه ازبه بيان ديگر  (باشد
Oxx ، Oyy هاي  به ترتيب محوره هااين صفح و  Ozz0 در   راx )طول (0 وy )عرض (0 وz )به  . ندنقطع مي ك) ارتفاع

)z,y,x( ه ترتيب طول از مبدأ و عرض از را ب 0z و  0y و 0x بايد توجه داشت در اين تعريف . ميي مي گوA ي  مختصات نقطه000
  . مي نامند A ي نقطهمبدأ و ارتفاع از مبدأ 

 از عضو هر :توجه   Rz,y,x:z,y,xR 3 چنين  هم و . مشخص مي كند به شكل منحصر به فرد فضا در نقطه را يك

)z,y,x( يك سه تاي مرتب به فرد منحصر به طور فضا نقطه در به هر  3Rمجموعه و بنابراين بين نقاط فضا دنمي كن   نظير000

  .  مي گويند3R دستگاه مختصات فضايي ، به اين دستگاها لذ دارد يك وجود يك به تناظر
O),,( محل برخورد سه محور را مبدأ مختصات مي نامند كه مختصات آن :مبدأ مختصات    .  است000

z,y,x(A(ي  ي يافتن مكان نقطه طريقه                                                  : 3Rدستگاه مختصات فضايي  در 000
                                                 ) طول( 0xل آن به اندازه هاي يا يك رأس آن مبدأ مختصات بوده و سه مكعب مستطيلي بنا مي كنيم كه

    انتهاي قطري از مكعب                                          بر محور طول ها و عرض ها و ارتفاع ها واقع شده باشد) ارتفاع( 0z و) عرض( 0y و

z,y,x(A(ي   يك سر آن مبدأ مختصات است مكان نقطهمستطيل كه                  .  مي باشد3Rدستگاه مختصات فضايي  در 000
را روي محور عرض ها پيدا مي كنيم                                                  ) عرض( 0yرا روي محور طول ها و ) طول( 0xابتدا : روش مختصر 

                                             و از اين نقاط خطوطي به ترتيب موازي محور طول ها و عرض ها رسم مي كنيم اين خطوط همديگر را در    
    .                                    به موازات محور ارتفاع ها حركت مي كنيم) ارتفاع( 0zي   به اندازهAي   از نقطه.  مي كنندAي قطع  نقطه

ي  ي حاصل مكان نقطه نقطه) .  منفي باشد به سمت پايين حركت مي كنيم0z مثبت باشد به سمت بالا و اگر 0zتوجه شود كه اگر (

)z,y,x(A   . باشدمي 3Rدستگاه مختصات فضايي در 000
                                                                                                               : فضا  محورهاي مختصات در ه ها وحصفمعرفي 

xOy : صفحه) الف  0z:z,y,x يا  Ry,x:,y,x 0                محور)    تx ها  :  Ra:,,a 00                      
yOz : صفحه) ب    0x:z,y,x يا  Rz,y:z,y, 0محور)                   ثy ها  :  Rb:,b, 00                      
xOz : صفحه) پ    0y:z,y,x يا  Rz,x:z,,x 0                حورم)     جz ها  :  Rc:c,, 00   
  
  
  
  
  
  
  
  

تغيير نكرده ولي دو ) يا آن صفحه(ي نطير آن محور  ، مؤلفه  )يا صفحه هاي مختصات(ت در تصوير قائم هر نقطه بر محورهاي مختصا
 . صفر خواهد بود) يا مؤلفه غيرهمنام با آن صفحه(ه غير همنام با آن محور مؤلف

O 

)z,y,x(A 000 

0y 
0x 

0z 

O 

0x 
0y 

A 

0z 
)z,y,x(A 000 

                   ،هاy روي محورA يهتصوير قائم نقط
 .هر نقطه روي اين محور طول و ارتفاعش صفر است

),y,( 00 

        ،xyيه روي صفحAيهتصوير قائم نقط
 .هر نقطه روي اين صفحه ارتفاعش صفر است

),y,x( 0 
                 ، هاx روي محورA ي هتصوير قائم نقط

 .هر نقطه روي اين محور عرض و ارتفاعش صفر است 

),,x( 00 

   ،yzي ه روي صفحA يهتصوير قائم نقط
 .هر نقطه روي اين صفحه طولش صفر است

)z,y,(0 

   ، xzي ه روي صفحA ي هتصوير قائم نقط
 .فر است هر نقطه روي اين صفحه عرضش ص

)z,,x( 0 

              ، هاz روي محورA ي هتصوير قائم نقط
),,z( .هر نقطه روي اين محور طول و عرضش صفر است  00 

)z,y,x(A 
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طهمختصات چند نقطه راكه درراب)1:1فعاليت







0
0

z

xصدق كند را مشخص كنيد و مكان آنها را در دستگاه مختصات تعيين نماييد               .

نمودار مربوط به معادلات ) 2







0
0

z

x 0 چه شكلي است و چه ارتباطي با نمودار معادلهxكتاب جديد67ص(          ؟               دارد(  

  
  
   

A),,( نقاط 1zي  روي صفحه: مثال  121 و ),,(B 122 و ),,(C 123ي دوم هر سه نقطه  ، مؤلفه  را در نظر مي گيريم
 است را در نظر بگيريم يك خط تشكيل مي دهند 2ي دوم آنها  تمام نقاطي كه مؤله) 1z(ي مزبور  اگر روي صفحه.   است2برابر 

مودار آن يك خط است به معادلات ن(







1
2

z

y (                                                                                                    )كتاب جديد67ص(   

 هر كدام از صفحات دو براي.  در دستگاه مختصات صفحه بعد شكل و معادله چند صفحه مشخص شده است) 1 :كار در كلاس 
                                                                                                                                                                                      كهنقطه را مشخص كنيد

                                                                        .  ار دارنددر آن صفحه قر
                                                                                                                                               )كتاب جديد67ص(

                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                              
                                
                                                                                                                

 1x  ،3x  ،1y  ،4y  ،2zوجه هاي مكعب مستطيل مشخص شده در شكل قسمت هايي از صفحات به معادلات )2
                                                                                                                                                .                               هستند2zو 

                                             ، مختصات نقطه اي را مشخص كنيد كه بر هيچ وجه ديگري                                        در هر يك از شش وجه) الف
  .                                                                                                                                                                                              قرار نداشته باشد

.                                                                                               مختصات سه نقطه را مشخص كنيد كه دقيقأ بر دو تا از وجه ها قرار دارند) ب
                                                                                                   .       معادلات مربوط به هر يك از يال هاي اين مكعب مستطيل را بنويسيد) پ

                                       )                                                                                                              دقت كنيد كه يال ها پاره خط اند و نه خط(
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                             .                                                                                                       مختصات رأس هاي اين مكعب مستطيل را بنويسيد) ت

.   پنج وجه ديگر را شما مشخص كنيد روابط مشخص كننده. انوشته ايمب روجه هاي مكع يكي از روابط مشخص كننده)ث












2
41
31

z

y

x

             

مختصات نقطه اي را مشخص كنيد كه درون مكعب باشد و سپس مختصات نقطه اي را بيابيد كه روي يكي از وجه هاي آن و غير ) ج
                                                                                                                                                                           .                  واقع بر بال ها باشد

                                                                                  ؟          شرط اينكه نقطه اي درون اين مكعب با روي يكي از وجه هاي آن باشد چيست) ج
  )كتاب جديد68ص(         . ي حجم محدود شده به درون و روي سطح مكعب داده شده باشند روابطي را بنويسيد كه مشخص كننده) ح
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

m,m,mm(A(ي   اگر نقطه)مثال 12 وي فصل مشترك صفحه هاي  رyOz و xOzي زير   قرار داشته باشد كدام نقطه
                                    ؟  واقع استyOzي  بر روي صفحه

1 ( ),m,(B 21  2 ( )m,,m(C 21  3 ( )m,,m(D 21  4 ( ),m,m(E 212                                              
 همان محور ارتفاع ها مي باشد كه طول و عرض نقطه روي xOz و yOz فصل مشترك صفحه هاي .  صحيح است4گزينه : جواب 

0                    : اين محور صفر است پس 
0

1002









 m

m

m,mmm              

Em),,( . باشد طول آن صفر است yOzاز طرفي هر نقطه روي صفحه  2100    
  
  
  
  
  
  
  
  

  :)  در فضاي پاره خطاندازهدستور تعيين (در فضا فاصله دستور تعيين

z,y,x(A(فاصله نقطه) لفا 202020است با برابرمختصات  أاز مبد 000 zyxOA                                                          

222                                                     و يا                                        
AzAyAxOA                                                      

z,y,x(A(هرگاه: فضا  در)  پاره خطاندازه(فاصله بين دو نقطه ) ب z,y,x(B(  و111 222                                                            
   :است با برابر ) پاره خطاندازه(ها  نقطه د ر فضا باشند فاصله بين آن دو

     212212212 )zz()yy()xx(AB                                                                                

222            و يا   )AzBz()AyBy()AxBx(AB  1x 

)z,y,x(B 222 

)z,y,x(A 111 

2x 
1y 2y 

1z 

2z 
),y,x( 000 

)z,y,x(A 000 
O 
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m,,(A( فاصله بين دو نقطه mدار مثبت  به ازاي چند مق)مثال 11 و ),m,(B 32  مي باشد7 برابر  .                                                      
1 ( 4    2 ( 3      3 ( 2      4 ( 1                                                                                    

                                               .  درست است4 گزينه :جواب  723212127 )m()m()(AB 

          301522030422492691229  mmmmmmmmm      
B),,( واقع بر محور طول ها و 3 نقطه اي به طول A اگر )1  سه رأس يك C و B و A و xOz نقطه اي واقع در صفحه C و 023

                                      ؟  كدام استهموارهمثلث باشند نوع اين مثلث 
               نامشخص  ) 4  متساوي الاضلاع ) 3    م الزاويهقائ ) 2  متساوي الساقين ) 1
  
  
  
  

 باشد 52 برابر A اگر طولش دو برابر عرض آن باشد و فاصله مبدأ مختصات تا .  قرار داردxOyي   در صفحهAي   نقطه)مثال
                                                                                                                                                                       ؟  كدام استA مختصات مجموع

1 ( 2    2 ( 4      3 ( 6      4 ( 8                                                                                          

2252552224                  .  صحيح است3گزينه : جواب   xxxxx  و ),x,x(A 02              
                            6024  ),,(A 6024  و ),,(A     

A),,( مساحت مربعي كه نقاط )مثال 211  و  011 ,,B ؟ كدام است ، رأس مقابل  آن هستند  دو                                                           
1 ( 1    2 ( 32    3 ( 6      4 ( 12                                                                             

               )                 هر مربع نوعي لوزي است( .  درست است3گزينه  : جواب

               612122
112444220211211  S)()()(AB         

                             ؟  كدام است،  هستند32ي بين دو نقطه اي كه هر كدام مؤلفه هاي برابر دارند و از مبدأ مختصات به فاصله  اصله ف)2
1 ( 32    2 ( 34    3 ( 36    4 ( 38                                         
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

) از تصوير قائم آن نقطه بر روي آن محور(ي آن نقطه از پاي عمود  اصلهبرابر با ف :ي نقطه از محورهاي مختصاتفاصله
ي هر نقطه از  ، لذا فاصله مؤلفه هاي نظير به نظير از هم كم مي شوند ، ي نقطه از محورهاي مختصات فاصلهي  چون در محاسبه.  است 

                                                                                             .     يك محور برابر با جذر مجموع مجذور مؤلفه هاي غير همنام خواهد بود 
OxAk:  داريم 2ي  ي سه عمود در هندسه در شكل زير بنا به قضيه  ي نقطه فاصله درنتيجه )z,y,x(A:                                   

22برابر هاxمحور از )الف zy   است                                                                                                                                            .

22برابر هاyمحور از )ب zx  است                                           .                                                                                                   

22برابرهاzمحوراز)پ yx است.  
x 

)z,y,x(A 
z 

),y,x(H 0 
),,x(K 00 

y O 

2220202زيرا zy)z()y()xx(AK   
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A),,(ي  ي نقطه  فاصله)3                                          ؟ ها چقدر استx از محور 321
  )91كنكور آزاد رياضي صبح   (    13  )4    14 ) 3    10 ) 2    1 ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

m,(A,(ي  ي نقطه  اگر فاصله)مثال 4123 ي  ي آن از صفحه  از محور عرض ها برابر فاصلهxozباشد  ، m؟  كدام است                    
                                                                                   -3 و -2 ) 4    3 و -2 ) 3    -3 و 2  )2    3 و2 ) 1

351212169 يا 2m                                              .  صحيح است3گزينه : جواب   mmm       
 
 
  
  
  
  
  
  
  

A),,(ي   به ترتيب تصاوير قائم نقطهFوE نقاط )مثال 1264 ي   بر صفحهxozي  ي نقطه  فاصله،  و محور عرض ها مي باشند
M وسط پاره خط EF؟ دام است از مبدأ مختصات ك                                                                                                                                      

1 ( 13    2 ( 52    3 ( 7      4 ( 14                                                                          
                       .  صحيح است3گزينه : جواب 

             ),,(E 1204  ، ),,(F 060 و),,(),
)(

,(M 6322
012

2
60

2
04


 73694 لذا OM    

:       نسبت به A از قرينه z,y,x(A(فاصله نقطه : مختصاتمحورهايقرينه اش نسبت بهفاصله نقطه از  :نكته

222برابر هاxمحور )الف zy  است                                                                                                                                             . 

222برابر هاyمحور )ب zx  است.                                                                                                                                              

222برابرهاzمحور)پ yx  است.  

) از تصوير قائم آن نقطه بر روي آن صفحه(ي آن نقطه از پاي عمود  برابر با فاصله :ي مختصاتاه هي نقطه از صفحفاصله
ي هر نقطه از  ، لذا فاصله مؤلفه هاي نظير به نظير از هم كم مي شوند ، هاي مختصاتصفحه ي نقطه از  فاصلهي  چون در محاسبه.  است 

zyx(P( ي نقطه فاصله. ي غير همنام با آن صفحه خواهد بود  حه برابر با قدرمطلق مؤلفهيك صف  از                                                000
                       . است 0x  برابرyz صفحه)  ب                   .  است 0z  برابرxy صفحه ) الف
                .  است 02z برابر xy قرينه اش نسبت به صفحه )             ت                 . است 0y  برابرxz صفحه)  پ
                          .  است 02y  برابرxz صفحهقرينه اش نسبت به ) ج     . است 02x  برابرyz صفحهقرينه اش نسبت به ) ث 

P),,(ي نقطهفاصله:مثال 432 ازصفحهxy44برابر واز صفحهyz22  برابر  از صفحه و xz33  برابر  تاس . 

z,y,x(A(  اگر: يك پاره خطمختصات نقطه وسط z,y,x(B( و 111 مختصات  باشند فضا نقطه در  دو222

(                                                                     : است   به صورت زيرAB  وسطMنقطه
zz

,
yy

,
xx

(M 2
21

2
21

2
21  و 

BzAz(           يا                                                                                                               
,ByAy

,BxAx
(M 222

 و 

2يا به طور مختصر 
BA

M


   
 z,y,x(A(ي   قرينه نقطهBي   اگر نقطه:ي  ديگر  ي يك نقطه نسبت به نقطه دستور تعيين مختصات قرينه

zc,yb,xa(B(:باشد آنگاه M)c,b,a(ي نسبت به نقطه  AMB و يا به طورمختصر222
BA

M 


 22  
                               )                                                                           ي اولي وسط منهاي مختصات نقطه يعني دو برابر مختصات نقطه(
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A),,(نقاط )4 201و ),,(B 310و ),,(C 152  سه رأس مثلث ABC  هستند طول ميانهAM ؟ كدام است               
1 ( 7    2 ( 5      3 ( 3      4 ( 4  
  
  
  

A),,(ي  ي نقطه مجموع طول و عرض و ارتفاع  قرينه) مثال M),,(ي  نسبت به نقطه 262                           ؟  كدام است253
1 ( 8    2 ( 5      3 ( 6      4 ( 10                                                                                    

     .  صحيح است4گزينه : جواب  10244222652232222 ),,(),,()zc,yb,xa(B     
  
  
  
  
  
  
  
  
  

A),,( با رئوس ABC مختصات مركزثقل مثلث )مثال B),,( و321 C),,( و213 1431 ؟  كدام است                                                     
1 ( ),,( 321  2( ),,( 321     3 ( ),,( 321     4 ( ),,( 321                             

G),,(),,(                                                                  .  صحيح است4گزينه : جواب  3213
1423

3
312

3
131


     

A),,( نقاط )مثال B),,( و 012 113  و ),,(C 232  سه رأس متوالي متوازي الاضلاع ABCDمجموع مؤلفه هاي رأس .  هستند 
D4 ) 4      3 ) 3      2 ) 2    1 ) 1؟  كدام است                                   

دو سر يك قطر برابر است با مجموع مختصات دو سر قطر ديگر  در هر متوازي الاضلاع مجموع مختصات .  صحيح است3گزينه : جواب
1322                             : روش اول   DxDxDxBxCxAx  

                                      5131  DyDyDyByCyAy  
                 3120  DzDzDzBzCzAz 

D),,(درنتيجه  351  3351                                                                               :               پس  DzDyDx 

BCAD),,(),,(:                               روش دوم 
DBCA 35112013132222 




        

  
  
  
  

D C 

B A

O 

z,y,x(A( اگر مركزثقل مي نامند را ها نقطه همرسي آن و مثلث سه ميانه همرسند هر در: مثلثمختصات مركزثقل  111 
z,y,x(B(و z,y,x(C( و   222                    :        است  به شكل زيرمثلث مختصات مركزثقل   باشندABCرئوس مثلث 333

                  )
zzz

,
yyy

,
xxx

(G 3
321

3
321

3
321   

3و يا به طور مختصر
CBA

G


  

 محل O دو قطر يك متوازي الاضلاع و نقطه BD و ACهر گاه  : ي بين مختصات رأس هاي متوازي الاضلاع رابطه
OxDxBxCxAx :                                                                                         برخورد اين دو قطر باشد آنگاه  2  

                              OyDyByCyAy 2  
OzDzBzCzAz)            و سر قطر ديگرمجموع مختصات دو سر يك قطر برابر است با مجموع مختصات د( 2 و 

ODBCAيا به طور مختصر 2 

D C 

BA

O 

                         :اشند آنگاه  ب3R دو نقطه در فضاي B و A اگر :ويژگي ها ي طول 

: الف 














BzAz
ByAy
BxAx

ABBA BAAB: ب        0                       

3R: BCACAB از Cي  به ازاي هر نقطه:پ ) نامساوي مثلثي( 
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A),,(  نقاط)مثال 101  و ),,(B  B و Aي   چند نقطه در فضا وجود دارد كه مجموع فاصله هاي آن ها از دو نقطه، ضندمفرو 227
                                                                                                                                                                      ؟ كمترين مقدار ممكن باشد

                                                                                      بيشمار )4      4  )3      2  )2    1  )1
: ي دلخواهي در فضا باشد همواره داريم  قطه نM با توجه به نامساوي مثلثي اگر .  درست است4گزينه : جواب 
MBMAAB ي آن وقتي رخ مي دهد كه   و مينيمم مجموع فاصلهM بر روي پاره خط ABباشد  .                                          

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

A M B 

) پيكان (بردار

AB فضايا (صفحه  در(:  ابتداي با به پاره خط جهت دارAانتهاي  وB بردار) يا پيكان (


AB گويند  .

نماد بارا  اندازه اين بردار

AB  پاره خطي اندازه بيانگركه ،  مي دهندنمايش AB بردارها را با حروف  اغلب جهت سهولت . است ،

كوچك لاتين مانند 

aي طول آن ها را با   و اندازه


aنمايش مي دهند  .  

a,a(A( انتهايش برنقطه اي مانند  مختصات وأمبد پاره خط جهت دار كه ابتدايش بربه هر  :) يا فضا(  صفحهدر بردار 21 
a,a,a(A(يا ( صفحه در 321يك بردار گوييم واقع است)  در فضا                                                                                                 

a,a(OA(و با نماد  21


a,a,a(OA(يا ( و  321


       (                                                                                                                

a,a(a(يا به صورت ساده و  21


a,a,a(a(يا (  321


                                                                             .  نمايش مي دهيم) 
                                                              .                                      مؤلفه هاي بردار ناميده مي شوند 3aو  1a  ،2aاعداد حقيقي 

                                                                                                               ي شروع مبدأ   هر نقطه نشان دهنده يك بردار با نقطه:نتيجه 
  )هر نقطه از صفحه متناظر با يك بردار است و برعكس(.  ي باشدم) ي انتهاي آن نقطه(ي يك نقطه  و برعكس هر بردار نشان دهنده

                                                                                  .   برداري كه ابتدا و انتهايش بر هم منطبق است را بردار صفر گويند:بردار صفر 

O),( مبدأ مختصات در صفحه يعني:قرارداد 00) در فضا يعني),,(O 000 ( نمايشگر بردار),(O 00


يا ( در صفحه 

A 

B 
a 

O 

)a,a(A 21 2a 

1a 

)a,a(a 21


 يا

O 

)a,a,a(A 321 

2a 
1a 

3a 

a 

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

يا آن (، مؤلفه هاي غير همنام با آن محور )يا يك صفحه مختصات(ي يك نقطه نسبت به يك محور در مختصات قرينه:نتيجه 
 .قرينه مي شوند ولي مؤلفه هاي همنام ثابت مي ماند)صفحه

zc,yb,xa(p(صورت  به )c,b,a(نقطه  020202  است . 

z,y,x(p(نقطه قرينهمختصات   نسبت به  000

z,y,x(p(محور طول ها به صورت 000  است . 

z,y,x(p(محور عرض ها به صورت  000  است . 

z,y,x(p(محور ارتفاع ها به صورت  000  است . 

z,y,x(p(ء مختصات به صورت مبدا  000  است . 

z,y,x(p( به صورت xOyصفحه  000  است . 

z,y,x(p(صورت به  yOzصفحه 000 است . 

z,y,x(p( به صورت xOzصفحه  000  است . 
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m,m,m(a(  اگر)مثال 3به ازاي كدام مقدار   باشد ،m؟  است9ي بردار برابر   اندازه                                                     

3 يا 1 ) 1
4    2 ( 3

4
 6 يا -4 ) 4    4 يا -6 ) 3    3 يا                                                                                 

                                       .  درست است4گزينه : جواب 

402422819623922962 يا6          mmmmmmmmma       
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   . دمساوي گوين هم جهت را  ودازهانهم  بردار  دو:)، همسنگ هم ارز(مساوي برداردو
a,a,a(a( بردار  دو:نكته  b,b,b(b(  و 321               . به نظير مساوي باشند نظير ها مؤلفه هاي آن  مساويند اگروتنهااگر321
33                           يعني ba  22 و ba  11 و ba   
a,a,a(a(ي بردار  قرينه  .  گويند قرينهجهت راال  مختلفهم طول و موازي و بردار  دو : قرينهبردار دو 321 به صورت  
)a,a,a(a 321 مي باشد  .  

a),,( يكه بردار  برداري است به طول واحد مانند:برداريكه  2
1

2
2

2
1

  

i),,( :بردارهاي يكه محورهاي مختصات  j),,( و 001 k),,( و 010 100  

a,a,a(a( مانند بردار هر :نكته  321


 تركيب خطي مي توان به صورت را 








kajaia                          .  نوشت321

  :                        زيرا 











kajaia)a,,(),a,(),,a()a,a,a(a 321300020001321  
a,a,a(a( مانند بردار هر براي :نكته  321                                                                                                                                        

                                                                 .  بر محورهاي مختصات مي نامندaي جبري بردار   را مختصات يا اندازه3a و 1a ، 2a: ف ال
a(ia,,(: ب  0011  ، ),a,(ja 0202  و )a,,(ka 3003  را تصاوير قائم بردار aند بر محورهاي مختصات مي نام .                   

  .  بر محورهاي مختصات مي نامندaي تصاوير قائم بردار   را اندازه3a و 1a ، 2a: ج 

:  در فضا همواره داريم C و B و A به ازاي هر سه نقطه دلخواه :قانون شارل 

















ABACBCACBCAB 

) مختصات انتها–مختصات ابتدا            (: در حالت خاص 








OAOBAB  
روي سه  بر يك بردار) يرتصاو (مختصات(ي ابتدايي و انتهايي  مختصات يك بردار با دو نقطه: نتيجه 

AzBz,AyBy,AxBx()Az,Ay,Ax()Bz,By,Bx(OAOBAB(:)محور 








 

),,(i 001 
),,(j 010 

),,(k 100 

x 

y 

z 

O),,(بردار  000


  . ناميده مي شود)  در فضا

a,a(a(اندازه بردار ) الف  :يك بردار) اندازه(طول  كه با نماد  21

a ًًو يا مختصرا aبرابر است با   نمايش داده مي شود ،:

                                                     2221 aa  

a,a,a(a(اندازه بردار)ب كه با نماد 321

aًًو يا مختصرا a232221           :، برابر است با   نمايش داده مي شود aaa   
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a),(بردارهاي ) مثال 22

  ،),(b 22 


  ،),(c 12 


  ،),(d 23


 ،),(i 01


                                                               

j),(و  10


    )كتاب جديد69ص(                                 .  در دستگاه مختصات رو به رو رسم شده اند

 اگر )مثال











kjiAB M),,(نقطه و 264 213 وسط پاره خط AB ي  نقطهعرض باشد B؟         كدام است                           
1 ( 2    2 ( 3      3 ( 5      4 ( 8                                                                                              

242212                                 .  صحيح است1گزينه : جواب 

6












ByBy

AyByAyBy
AyBy

    

AB),,(اگر ) مثال 321


AC),,( و  123


، مختصات  باشند

BC؟   كدام است                                 

1 ( ),,( 202   2 ( ),,( 204     3 ( ),,( 444    4 ( ),,( 222                                                  

ACBABC),,(),,(),,(                                   .  درست است1گزينه : جواب  202123321 








    

A),,( نقاط )5 145   ،),,(B 421  مفروض هستند و ،





ABAM 3
، مقدار  2


OM؟                                                               كدام است

  )94كنكور سراسري و آزاد رياضي                    (14 ) 4    13 ) 3    11 ) 2    10 ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

؟                     تس كدام اa بردار اندازهباشد 2 و32 و23 بترتيبxoz وyoz وxoyصفحات  برaبردار تصاويري   اندازهاگر )مثال
                             .  قابل محاسبه نيست ) 4      14 ) 3      7 ) 2    4 ) 1

 برداراندازه

AB: اگر )a,a,a(A b,b,b(B( و321 آنگاه اندازه بردار فضا باشند نقطه از  دو321


AB  به  صورت زير مي

233222211                                باشد )ab()ab()ab(AB 


  

a,a,a(a(ي تصوير بردار  مختصات تصوير و اندازه: نكته                                                                       بر روي 321

a,a(jaiaa,(:  به ترتيب برابر است با xoyي  صفحه: الف  02121  2221 و aa                                                         

a,a,(kajaa(:  برابر است با yozي  صفحه: ب  32032  2322 و aa                                                                      

a,,a(kaiaa(:  برابر است با xozي  صفحه: پ  30131  2321 و aa  
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22                           :                    روش اول .  درست است4گزينه  : جواب
222
622

222
1222
1822


























z
zx

xz

zx

zy

yx

 

يعني فرمول فوق شرط داشتن جواب دستگاه بايد كنترل شود : حل به روش نادرست : روش دوم 

416222322222
222
1222
1822

222
3222
2322






































zyxa)zyx(

zx

zy

yx

zx

zy

yx

   

v),,(اندازه تصوير بردار ) مثال 213


                         ؟   كدام استyozي   بر صفحه
) 74كنكور سراسري رياضي                              (14 ) 4    13 ) 3    20 ) 2    5 ) 1

54122              .   صحيح است1گزينه : جواب   zy بردار  اندازه تصوير),,(v 213


           yozي   بر صفحه

طول تصوير بردار) مثال

AB كه در آن ),,(A B),,( و 321                     : برابر است با xoyي  ، بر صفحه  مي باشد155

)        77كنكور آزادرياضي(                              9 ) 4      7 ) 3    29 ) 2    5 ) 1
                    : روش اول .   درست است1 گزينه :جواب 

                           591622  )AyBy()AxBx( طول تصوير بردار AB بر صفحه xoy  

591622234121212  :                               روش دوم  


yx),,()zz,yy,xx(AB     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 :تفريق بردارها جمع و:اعمال روي بردارها 
a,a,a(a( اگر : روش مختصاتي b,b,b(b(  و 321    :آنگاه فضا باشند از بردار دو 321

ba,ba,ba(ba()  تفاضل دو بردار برابر با مجموع و يا تفاضل مؤلفه هاي همنام آن هامجموع و يا(  332211   
  ) :روش مثلث ( روش هندسي 

بردار دو) الف

aو


bطوري قرار مي دهيم كه ابتداي بردار  را


bانتهاي بردار  بر


aواقع شود برداري  

 كه ابتداي بردار

aبه انتهاي بردار را


b د بردارنماي وصل مي





baرامشخص مي كند  .                                                                

بردار دو) ب

aو


bمي دهيم كه ابتداي بردار طوري قرار را


bي برداربتداا بر


aواقع شود برداري كه انتهاي بردار


bبه  را

 بردارنتهايا

a تفاضل بردار  د نماي وصل مي


b از بردار 


a بردار يعني





baمشخص مي كند  را .  

                                                              ) :                                 روش متوازي الاضلاع ( روش هندسي 

بردار دو با) الف

aو


bس آن باشد أيك ر بردار متوازي الاضلاعي مي سازيم كه ابتداي اين دو                                                     

بردار





baمي گذردبردارابتداي دوت كه ازمتوازي الاضلاع اس   قطري از.  





ba 


b 


a 





ba 


b 


a 





ba 

b 


a 
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.                                                                                                               در اين دستگاه مختصات چند بردار داده شده است:كار در كلاس 

مختصات بردار ) الف





baرا يافته و آن را رسم كنيد                                                                                                                                  .

قرينه بردارهاي ) ب

b و 


cرا رسم كرده و مختصات آنها را به دست آوريد                                                                                                    .

مؤلفه هاي بردارهاي ) ج





ba و 





cdنيد                                                                                                        ، آنها را رسم ك  را يافته
                                                      .                                                                                                                  و اندازه هر يك را به دست آوريد

هر يك از بردارهاي ) د

a  ،


b  ،


c  ،


d  ،





ba  ،





ba و 





cd                                                                                 

را بر حسب بردارهاي واحد 

i و 


jكتاب جديد73ص(        .  به دست آوريد(  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

بردار دو با) ب

aو 


b س آن باشد أيك ر بردار متوازي الاضلاعي مي سازيم كه ابتداي اين دو                                                    

بردار





baقطري از متوازي الاضلاع است كه انتهاي بردار  

bبه انتهاي بردار  را


a وصل مي كند .  

آنها باشد رابطه هاي زير همواره بين ي بين   زاويه دو ضلع مجاور يك متوازي الاضلاع و b و aهرگاه بردارهاي هم مبدأ  :نكته 
baدو بردار   و ba  برقرار است                                                                                                                                                  .

ˆbaba: الف   900                                                                                                                                    

ˆbaba: ب   90                                                                                                                                             

ˆbaba: پ   18090   
ba دو ضلع مجاور متوازي الاضلاع باشند آنگاه بردارهاي bو aاگربردارهاي:توجه  و ba  قطرهاي آن متوازي الاضلاع خواهند بود .     
يك مستطيل مي شود و در نتيجه قطرهاي آن با هم برابر   بر هم عمود باشند متوازي الاضلاع تبديل بهb و aاگر بردارهاي  : 1نتيجه 

bababa: يعني . خواهند بود و بعكس    
تبديل به لوزي مي شود و درنتيجه قطرهاي آن بر هم عمود  با هم برابر باشد متوازي الاضلاع b و aي بردارهاي  اگر اندازه : 2نتيجه 

ba()ba(ba(يعني. خواهند شد و بعكسb وaي بين دو بردار  بوده و نيمساز زاويه  





ba 

b 


a 

ba  
ba  

 b 
a 

ba  
ba  

 
b 

a 

ba  
ba   b 

a 
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a),,( اگر بردارهاي )مثال b),,( و 212  الاضلاع باشند آنگاه اندازه بزرگترين قطر اين متوازي الاضلاع  دو ضلع مجاور يك متوازي420
                                               ؟ كدام است

1 ( 3    2 ( 20    3 ( 7      4 ( 10                                                                                             
3414212                               .  صحيح است3گزينه : جواب   ba),,(ba 

                            73694632  ba),,(ba       
A),,( نقاط )مثال 034  ،),,(B C),,( و 246 O),/,(ي   رأس هاي متوالي يك متوازي الاضلاع و نقطه666  مركز تقارن آن 3545
                              ؟ ، اندازه بزرگترين قطر اين متوازي الاضلاع كدام است است

1 ( 3    2 ( 20    3 ( 7      4 ( 10                                                                                            

3414212234546522:روش اول .   صحيح است3گزينه : جواب 








BD),,(),/,(BOBD

                               73694632033544522 








AC),,(),/,(AOAC 

BCb),,(:                                 روش دوم  420


 و ),,(ABa

Cz
Cy
Cx

OzCzAz
OyCyAy
OxCxAx

212
606
639
6410

2
2
2 



























  

                                    3414212  ba),,(ba 
                            73694632  ba),,(ba       
  
  
  
  
  
  
  
  

 ؟ د بر هم عمودنb و a هموارهاز كدام يك از گزينه هاي زير مي توان نتيجه گرفت كه .  ناموازي باشنددوبردارغيرصفروbوaاگر)مثال
1 ( ba   2 ( )ba()ba( 3 ( baba   4 ( aba                                                                  

 دو بردار O مفروض باشند و از يك نقطه اختياري v و v اگر دو بردار :زاويه بين دو بردار 


OA و 

OB را به ترتيب برابر 

v و vي مثبت يا منفي يا صفر را كه بايد  ، هر زاويه  رسم كنيم


OAي   حول نقطهOدوران كند تا بر راستاي 

OB منطبق شود 

)v,v(ناميم و آن را با نماد  مي v و vزاويه بين  بنابراين .   نشان مي دهيم)v,v()v,v(   
1800 همواره به صورت v و v زاويه اصلي بين دو بردار :نكته   )v,v(است  .  
و                                                                                             اضلاع يك مثلث بوده c  و b و aهر گاه سه بردار هم اندازه :الف :نكته

 cbaدرجه است120ين دوبدوي اين سه برداري ب زاويهآنگاه باشد                                                                                          .
babaاگر  : b و aبراي دو بردار متمايز : ب  ي بين   آنگاه زاويهa و b درجه و اگر 120 برابر baba  

 .ت درجه اس60 برابر b و aي بينآنگاه زاويه

ba  
 b 

a 

ba   
b 

a 

c 
 

b 

a 
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يك مستطيل مي شود و در نتيجه   بر هم عمود باشند متوازي الاضلاع تبديل بهb و a اگر بردارهاي .  صحيح است3گزينه : جواب 
    . قطرهاي آن با هم برابر خواهند بود و بعكس

baي بين بردار   درجه مي سازند زاويه60ي   با يكديگر زاويهb و aبردارهاي واحد ) مثال  با بردار a؟   كدام است                 
baبردار .   صحيح است1گزينه: جواب  درجه    90 ) 4     درجه60 ) 3     درجه45 ) 2   درجه30 ) 1  

، در   ساخته مي شود و به اين معني است كه متوازي الاضلاع فوق لوزي استb و aقطر متوازي الاضلاعي است كه با بردارهاي واحد 
baنتيجه قطر  ي بين اين دو بردار است  نيمساز زاويه  .  

baي  درجه و بردارهاa  ،b   ،60 زاويه بين دو بردار )مثال  و ba عمود بر هم هستند   .ba  چند برابر a؟                است
1 ( 3    2 ( 3      3 ( 1      4 ( 2                                                                                              

ba بردارهاي .  درست است2گزينه : جواب  و ba دو قطر متوازي الاضلاع اندكه با دو بردار aو bچون .   ساخته مي شوند
baبردارهاي   و ba و .  ، پس متوازي الاضلاع فوق لوزي است  دو قطر متوازي الاضلاع بر هم عمودند عمود بر هم هستند يعني

ba وa ،b است پس بردارهاي  درجه60  برابر a  ،bزاويه بين دو بردار چون   سه ضلع يك مثلث متساوي الاضلاع اند لذا 

ba  ي برابر ارتفاع اين مثلث متساوي الاضلاع است اندازه  .               a
a

hba 32
322 


       

baba وناصفر بردار  دوb وa اگر)مثال  ي بين دو بردار  زاويهصورت  اين ، در باشندa و ba ؟        چند درجه است
1 ( 90    2 ( 60      3 ( 45      4 ( 30                                                                                       

ba وa ،bبردارهاي .   درست است4گزينه : جواب    سه ضلع يك مثلث متساوي الاضلاع اند لذا زاويه بين دو بردار aو b برابر  
ba ساخته مي شود يك لوزي است قطر b وaمتوازي الاضلاعي كه با دو بردار.   درجه است60   نيمساز زاويه بين دو بردار a 
ba و aي بين دو بردار    مي باشد در نتيجه زاويهbو  درجه است30 برابر  .                                                  

),,( اگر بردارهاي )مثال ),,( و 853                    ؟                   قطرهاي يك متوازي الاضلاع باشند محيط متوازي الاضلاع كدام است411
1 ( 3    2 ( 7      3 ( 20      4 ( 21                                                                                            

)ba()ba(),,(.                                 صحيح است3گزينه : جواب  1264 و ),,(ba 411 و ),,(ba 853   
                    ),,(b),,(b),,()ba()ba( 2214422442  و  ),,(a),,(a 63212642  
                207323441  )(Pb 73694 و  a        

 محل تلاقي سه ميانه باشد حاصل G اگر ABC در مثلث )6








CGBGAG؟   كدام است)Iي محاطي داخلي  مركز دايره
                                           .)  مبدأ مختصات استOي محيطي و  مركز دايرهMو

1 ( 

IG3    2 ( 


o      3 ( 


OG3    4 ( 


MG3  )                               77كنكور آزاد رياضي(  

  
  
  

 حاصل ABCD در مستطيل )7





DBCA؟  كدام است                                              

1 ( 

BC2    2 ( 


o      3 ( 


DA2    4 ( 


AB2                                  ) 76كنكور آزاد تجربي(  

  
  
  

D 
B 
C 

A 
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2:  داريم ABCDي   در ذوزنقه)8
AB

CBDCAD   . در اين صورت





DABC هم سنگ است با                                  :

1 ( 

DC    2 ( 


CD    3 ( 


BC2    4 ( 


AB )                    68كنكور آزاد تجربي(  

  
  
  
  

حاصل عبارت .   محاط استR,O(C( منتظم در دايره  در شكل مقابل شش ضلعي)9





EBAD؟    كدام است                

1 ( 0    2 ( R2      3 ( R4      4 ( R6   
  
  
  
  
  
  
  

حاصل عبارت .   قسمت مساوي تقسيم شده است6 به R,O(C(در شكل مقابل دايره ) 10














AFAEADACAB 

                                                                        ؟   كدام است
1 ( 0    2 ( R2      3 ( R4      4 ( R6   
  
  
  
  
  

دو بردار )مثال


OAو 

OB به طول هاي مساوي با محور ox درجه مي سازند زاويه بردار75 و 43 به ترتيب زواياي 





OBOA با 

                                                                                        ؟                                                                              چند درجه استoxمحور
)  76 و كنكور آزاد رياضي65كنكور سراسري تجربي (60)4      59 ) 3      58 ) 2    57 ) 1

592                        .  درست است3گزينه: جواب 
118

2
7543


      

  
  
  

F E 

D 

C B 

A 

F E 

D 

C 

A 

B 

D 

B 

C 

A 

   استb برداري مانند a در بردار r حاصل ضرب عدد حقيقي :در بردار) اسكالر(ضرب عدد
   به طوري كهa ي بردار  در اندازهr برابر bي بردار   كه اندازه

  . زاويه بين آنها صفر درجه مي باشد موازي و هم جهت اند و b وa آنگاه دو بردار 0rاگر : الف 
  .  بردار صفر است، b آنگاه بردار0rاگر : ب 
  .  درجه مي باشد180 موازي و غيرهم جهت اند و زاويه بين آنهاb وa آنگاه دو بردار 0rاگر:پ

b 
a 

arb,r,rab  0 

b 
a 

arb,r,rab  0 
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A),,(اط  نق:كار در كلاس  B),,( و 132 221 و ),,(C D),,( و 043 101  3 را در يك دستگاهRاگر   در نظر بگيريد ،

a 

و 

b و 


c و 


d 3 بردارهايي درR با نقاط انتهايي به ترتيب A و B و C و D باشند و هر يك از بردارهاي زير را به دست 

.  آوريد





ba 2           








)cb(a          








c)ba(             





 )cb(2      





 cb 22
  )كتاب جديد74ص(                                           

  
  
  
  
  
  
  
  

 در تساوي m به ازاي كدام مقدار )مثال 











AD)m(CDBCAC                  ؟  بر هم منطبق مي شوندB و A فقط نقاط52
1 ( 1    2 ( 2      3 ( 3-      4 ( 3                                                                                           

32552522.  صحيح است3گزينه  :جواب  














mmAD)m(ADAD)m(CDAC     

اگر چهار بردار ) مثال


OA ، 

OB ، 


OC و 


OD در تساوي )OCOD(kOBOA











 ABCD چهارضلعي ،  صدق كنند

)k( ؟ همواره كدام است 1                                                                                                                                                                   
 )73ري تجربي كنكور سراس(                         مستطيل ) 4  متوازي الاضلاع  ) 3      لوزي ) 2    ذوزنقه ) 1

 ضرب شود برداري است هم راستا با آن بردار بوده و طول آن kك بردار در عدد مثبت ي ههر گا:  نكته .  صحيح است1گزينه : جواب 

 ذوزنقه                     .  برابر مي گرددkنيز 





CDBA و 








 CD||BACDkBA     
m,m,m(ba( دو بردار عمود بر هم و b و aاگر )مثال 2232  و ),,(ba 91132 باشد  ،m  كدام عدد است؟ 

1(  1    2(  3      3(  5    4 ( 7                                                                                   
bababa:                                                                              مي دانيم .   صحيح است3 گزينه :جواب   

                               2322323232 bababababa  

                 57523811122222  mm)m()m(m      
a,a,a(a(دار  در برr حاصل ضرب عدد حقيقي :در مختصات بردار) اسكالر(ضرب عدد   ريف  به صورت زير تع321

ra,ra,ra()a,a,a(ra(                                                                                                 :مي شود 321321  

bababa: داريم b وa براي دو بردار :نكته   
 بر هم عمود خواهند بود و در نتيجه b و aرهاي  بر هم عمود باشند آنگاه هر مضرب غير صفر از برداb و a اگر بردارهاي :نكته 

   . يك مستطيل مي شود و در نتيجه قطرهاي آن با هم برابر خواهند بود متوازي الاضلاع حاصل ازمضارب اين دو بردار تبديل به
bababa                                                                                    :                                               يعني  
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اگر) 11











kjiv  و321











kjiv2حاصل 
221
221

vv

vv




                                                          ؟  كدام است

1 ( 1    2 ( 6      3 ( 6
6    4 ( 2

  )81-كنكور آزاد رياضي                                    ( 2

  
  
  
  
  
  
  
  
  

m(a,,(بردار دو) مثال 421 و )n,,(b 113 حاصل ، اند موازي mn ؟ كدام است                                                                                    
1 ( 2    2 ( 7      3 ( 1-      4 ( 7-                                                

71422 صحيح است4گزينه : جواب   mnnn   7611و
4

1
2

3
1







mm
n

m     

a),,(بردار  موازي باbبردار اگر )مثال 221   6وbتصاوير بردار ،  باشد b ؟ كدام است                                    
1 ( ),,( 442  2 ( ),,( 442    3 ( ),,( 442     4 ( ),,( 442                                                                          

                   .  است6 نسبت مؤلفه ها برابر و اندازه بردار 4آزمون گزينه ها ديده مي شود كه در گزينه  : اول روش .  صحيح است4گزينه : اب جو
414622                         :روش دوم   rarb),r,r,r(braba||b 

                                                        ),,(brr 44222    

63624242622                           :روش سوم   rrrrb)r,r,r(braba||b   
                            ),,(br 4422              
  
  

A),,( اگر نقاط )مثال 531 ، ),,(B m,,(C( و 862 493 واقع بر يك خط راست باشندي ه سه نقط  ، m؟  كدام است                           
                                                                     صفر                ) 4      15 ) 3      6 ) 2    3 ) 1

15699 صحيح3گزينه : جواب 
3

6
3

2
1







mm
m

AC||ABو )m,,(AC 962 


AB),,(و 331


        

A),,( ي ه آن از سه نقطي ه چند نقطه در فضا دارند كه فاصل)مثال 321 ، ),,(B C),,( و 213 543؟ ك اندازه باشدي ه ب                                 
                                                    بيشمار                            ) 4      2 ) 3      1 ) 2    صفر ) 1

                                                         .  صحيح است1گزينه : جواب 





AC||ABAC

2
2
4

 و 
132
121

213






AzBz
AyBy
AxBx

AB    

     آنگاه       ندباش)يك خط راست (يك اسقامت برC وB وAسه نقطه اگر:نكته

AC||AB و 


BC||AB و 


AC||BC 

a,a,a(a(دو بردار :نكته شرط توازي دو بردار  b,b,b(b(و 321 گويند اگر و تنها اگر  ) يا هم راستا(را موازي  321
tba:Rtمثلاً .  مضرب غيرصفري از بردار ديگر باشد ، يكي از اين دو بردار  بنابراين                                                               :

0331(و يا ( bbb (t
b

a

b

a

b

a


3
3

2
2

1
1 ()tb,tb,tb()a,a,a(bta:Rtb||a 321321      

a,a,a(a( اگر:نتيجه  b,b,b(b(و 321 321)bbb( 0321 آنگاهبردار موازي باشند  دو :              
3
3

2
2

1
1

b

a

b

a

b

a
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 اگر)12

aو 


bو بردار دو بردار ناصفر باشندآنگاه زاويه بين د

b

b

a

a






 و





abba؟  كدام است                                         

  )67كنكور سراسري تجربي                       (منفرجه      ) 4    قائمه ) 3      حاده ) 2    صفر ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                                                                               .         چهار نقطه در دستگاه مختصات مقابل مشخص شده اند) 1تمرين
                               .                                                         را بنويسيدABCDمعادلات مشخص كننده سطح محدود شده به چهارضلعي ) الف
          .  هم مساحت و موازي هستند را بنويسيدABCDمعادلات يكي از سطوحي كه با سطح ) ب

  )كتاب جديد77ص (                                                
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   

                                                : خواص زيربرقرارند  ، s وrتمام اعدادحقيقي و صفر بردار  وc و b وa به ازاء همه بردارهاي :قضيه
                            .                    يك بردار است  ار هموارهمجموعه بردارها نسبت به عمل جمع بردارها بسته است يعني جمع دو برد) 1
2 (abba ) 3                   )     خاصيت جابجايي جمع (c)ba()cb(a )  پذيري جمع خاصيت شركت  (     
4( aaooa ) 5          )خنثي جمع صفرعضو بردار (oa)a()a(a ) aقرينه  بردارa (                    
6( aa 1        7( oro                          8 (oa 0 9(rbra)ba(r     

10( saraa)sr(   11 (a)rs()sa(r   
كه طول  واحد ه اندازهبرداري ب با a جهتبردار  ، a غير صفربردار  به ازاي هر:) aبردار يكه نظير بردار (aجهت بردار

a .داده و به صورت زير محاسبه مي كنند نشان  ae نمادبا اين بردار  را .  است مشخص مي شودaهم جهت با  وموازي
aae
1

  

beaeهم جهت اند اگر و تنها اگر   b وaدو بردار :  الف :نكته                                                                                                      
beaeمختلف الجهت اند اگر و تنها اگر   b وaدو بردار : ب                                                                                                         

aerae باشد آنگاه 0r اگر:نتيجه 0 و اگرrباشد آنگاه aerae  


a 


ae 
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P),,(نقاط با مختصات ) 2تمرين 101  ،),,(Q 210   ،),,(R 103  و ),,(S 222 را در يك دستگاه مختصات نمايش دهيد  . 
  )كتاب جديد77ص(                                                                             

  
  
  
  

  )كتاب جديد77ص(          .                                                      را بيابيدPS و PQ  ،RQدر سؤال قبل طول پاره خط هاي ) 3تمرين
  
  
  
  
  
   

z,y,x(P(فرض كنيد)4تمرين 000 و )z,y,x(Q   )كتاب جديد77ص. (  را بيابيدPQ وسط پاره خط M مختصات نقطه 111
  
  
  
  
  
  
  
   

     .                                                                                                                     در هر كدام از حالات زير بردار خواسته شده را بيابيد) 5تمرين

a),,() الف 203
1



  ،),,(b 112


  ،3r  ،?bar 





                                                                                                         

) ب











kjia 23  ،),,(b 113 

  ،1r  ،?bar 





                                                                                            

) ج








kia 2  ،








kjb 3  ،5
1

r  ،?bar 





                                                                                        

) د








jka 5  ،








ikb  ،5
1

r  ،?bar 





   )كتاب جديد77ص(                                                               
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طول بردار ) 6تمرين

aكتاب جديد77ص(   .                                                                          را در هر يك از حالات سؤال قبل بيابيد(  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   

  
  
  
  
  

؟                  ، حاصل ضرب داخلي اين دو بردار چه قدر است 2b و 3a درجه بسازند و 120ي   با هم زاويهb و aاگر بردارهاي ) مثال
1 ( 1-    2 ( 2-      3 ( 3-      4 ( 4-                                                                                  

32.                                                                                     درست است3گزينه : جواب 
123  )(cosbab.a    

22اگر) مثال  ab.abزاويه بين دو بردار  باشد ،aو b؟                                                                                                كدام است
                                                                        درجه  180 ) 4    درجه120 ) 3    درجه90 ) 2    درجه60 ) 1

122                             .  درست است4گزينه : جواب   aab.ab         

                   1801221122  coscoscosbab.a     
                                    ؟                                                              در شكل زير حاصل ضرب داخلي كدام دو بردار از سايرين بزرگ تر است)مثال

1(   b.a    2 ( c.a    3 ( d.a    4 ( هر سه يكسان است                                                            .          
تصوير اين بردارها در خلاف جهت بردار .   تصوير مي كنيمa را روي راستاي بردار d و c و bبردارهاي .   صحيح است1گزينه : جواب 

a ي جبري تصوير آن ها بر راستاي بردار  اندازه خواهند بود لذاaي تصوير بزرگ تري بدهد   منفي است در نتيجه هر كدام اندازه
b.ac.ad.a: يعني .  منفي تر است       

                                                                                         ؟                        ، حاصل عددي كدام گزينه بزرگتر است  با توجه به شكل مقابل)مثال
1(   b.a    2 ( c.a     3 ( d.a    4 (                                                             هر سه يكسان  

2aaa)cosb(ab.a.   صحيح است4گزينه : جواب   2 و به طريق مشابهad.ac.a                                                   

d c b 

a 

 زاويه  غير صفر و بردار  دوb وaض كنيم فر: )بردارضرب نقطه اي دو،ضرب اسكالر( بردار ضرب داخلي دو
   :  عريف مي كنيمبه صورت زير ت  نمايش مي دهيمb.aنماد كه با  راb درaاين صورت ضرب داخلي  در. ها باشد بين آن

                          0 و  Cosbab.a  
  0b.a                                                                                           باشد آنگاه  صفرb ياaبردار دو  اگرحداقل يكي از:قرارداد 
 . باشد ها  زاويه بين آن و غير صفر باشند بردار  دوb وa فرض كنيم:) ي بين دو بردار دستور تعيين زاويه (نتيجه

                                                                                                                                                             اين صورت در
ba

b.a
Cos  

a 

b 
c 
d 
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A),,( نقاط  )مثال 112  و ),,(C 322  دو رأس غير مجاور مربع ABCDحاصل .  دهستن

AD.AC؟                                     كدام است

1 ( 2    2 ( 2
25      3 ( 225    4 ( 2

25                                                                                 

525213212222ي قطر مربع  اندازه.                         صحيح است2گزينه : جواب  


)()()(AC 

    2
25

2
2

2
25545 





 cosADACAD.AC2ي ضلع مربع  اندازه

25
2
2







 ACAD       

 ضرب هاي داخلي  مجموع حاصل4AD و 4AC در لوزي شكل داده شده )13





AD.ABAC.AB؟       كدام است
  )89كنكور آزاد رياضي صبح (                 -16 ) 4      8 ) 3      -8 ) 2    صفر ) 1
  
  
  

 حاصل ضرب داخلي 3در مكعب شكل زير به ضلع )  مثال





AD.ACAC.AB؟  چقدر است               
                         )85اضي عصر آزاد كنكور ري(                       2 ) 4      صفر ) 3      18 ) 2    9 ) 1

92                                               .    صحيح است2گزينه  :جواب 
1323260 


cosACABAC.AB              

                                                              92
233245 


cosADACAD.AC 

                                                                                1899 





 AD.ACAC.AB            

، حاصل   است1 در مكعب شكل زير اندازه هر ضلع مكعب )14





CA.BCBD.AB؟           كدام است                                                       
1 ( 1    2 ( 2      3 ( 2-      4 ( 1-  
  
  
  
  

 وجود دارد ABايره اي به قطر  روي محيط دM، چند نقطه مانند   باشد4ABاگر .   در صفحه مفروض اندB و A نقاط )مثال

32كه 


AM.AB؟  باشد                              
) 88كنكور آزاد رياضي عصر                          (          4 ) 4      2 ) 3      1 ) 2    صفر ) 1

      :  محاطي و روبرو به قطر است پس قائمه مي باشد لذا داريم Mزاويه : روش اول .   صحيح است1گزينه : جواب 

                             AcosAMAH
AM

AH
Acos                    

B D 
A 

C 

D C 

BA

C 

B A 

D 

B 
A C 

D 

H 

M 

B A 
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          883243232 


AHAcosAMAcosAMAcosAMABAM.AB 
                                                    .  پس چنين نقطه اي وجود ندارد

AcosAMABAM.AB :نا به تعريف ضرب نقطه اي داريم ب: روش دوم  


900 چون   Â  1پسAcosطرفي از 

4 ABAM 16 :  در نتيجه همواره  داريم


AcosAMABAM.AB    
                                                                                                                       ؟              با توجه به شكل كدام گزينه عددي بزرگتراست)مثال

1 ( )AD.AB(


  2(  )AE).(AB(


  3(  )AC).(AD(


         .  هرسه يكسان است ) 4  
                                                           ) 83نكور آزاد رياضي صبح ك(                                

)ADABcosADAB)AD.AB.                 درست است2گزينه  :جواب  


0                                                      

      ADABAHABcosAEAB)AE).(AB( 


            

         ABADAKADcosACAD)AC).(AD( 


                                                                         
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 

E 

D 

C 

B 
A  K 

H 

E 

D 

C 

B 
A 

                                   :    صورت  باشد دراينRr سه بردار وc وb وa فرض كنيم :ضرب داخلي) ويژگي هاي(خواص
                                                        .  ضرب داخلي بردارها در فضا بسته نيست يعني حاصل ضرب داخلي دو بردار يك بردار نيست: الف 

a.bb.a) داردخاصيت جابجاييلي دو بردار ضرب داخ (:ب                                                                                                                

:                                                              اثبات 





a.babababbababab.a 332211332211  
                                                                                                     .   در حالت كلي ضرب داخلي بردارها خاصيت شركت پذيري ندارد: پ 
                                                                                                                                 .  ضرب داخلي دو بردار داراي عضو خنثي نيست: ت 
                                                                                                                                 .  ضرب داخلي دو بردار داراي عضو وارون نيست: ث 
cbc.ab.aبه عبارت ديگر در حالت كلي  .  نمي باشدضرب داخلي بردارها داراي خاصيت حذف: ج   و oa                      
b.a(r)rb.(ab.ra( :چ                                                                                                                                                            

222: ح  zyxa.a  0 و a.aaaa.a                                                                                                                   

:                                                                                   اثبات 
2

232221332211





aaaaaaaaaaa.a   

1: حالت خاص : خ  k.kj.ji.i                                                                                                                                                 
cb.(a(c.ab.a) ضرب داخلي نسبت به اعمال جمع و تفريق بردارها داراي خاصيت پخشي است (:د                                   

cb(a)cb(a)cb(a)cb.(a( :                                                                        اثبات  333222111 





  
                                                                          333322221111 cabacabacaba   

                                     





 c.ab.acacacabababa 332211332211   
 ي بين بردارها صفر يا حاده يا قائمه يا منفرجه   مثبت يا صفر يا منفي اگر و تنها اگر زاويهضرب داخلي دو بردار غيرصفر عددي است:ذ
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                         ؟                                                                                                ضرب دروني بردارها در فضا كدام ويژگي را دارد) مثال
) 70كنكور سراسري رياضي (عضوخنثي                        ) 4     شركت پذيري )3     جابجايي )2  بسته بودن    ) 1

    .  صحيح است2گزينه : جواب 
  
  

، حاصل  4 به ضلع ABC در مثلث متساوي الاضلاع )15








AC.ABAC.BCBC.AB؟                                           ر است چه قد
  )خارج از كشور89كنكور آزاد رياضي(   8 )  4      -24 ) 3      24 ) 2    -8 ) 1
  
  
  
  
  
  
  

2 وجود دارد كه ABCD روي محيط مربع M با توجه به شكل چند نقطه مانند )مثال
2
1

ACAC.AM 


                                          

 )                            90كنكور آزاد رياضي صبح (بيشمار       ) 4      2 ) 3      صفر ) 2    1 ) 1
.   صحيح است3گزينه .  :جواب 

ACAHACcosAMACcosACAMACAC.AM 2
1

2
12

2
12

2
1










              

                                                                             .  داراي چنين ويژگي هستندB و Dلذا فقط دو نقطه .   استB و D تصوير نقاط Hپس 

A 

B C 

D 

A 

B C 

D 

H 

M  

C 

B 

A 
4 4 

4 

ي ابتدايي اولين بردار                                                                                     ، در اين صورت نقطه اگر برآيند چند بردار صفر باشد:نكته
 :به عنوان مثال.ي انتهايي آخرين بردار بر روي هم بوده اندو نقطه

a 

b 

d 

odcba  
c 

                                                                                                                  .   درجه باشد180يا 

























ˆb.a,b,a

ˆb.a,b,a

ˆb.a,b,a

200
200
2000

  

baˆCos:                                          اثبات 

a

b

Cosbab.a 

















 2
20

0
0

0
ob,a و 00  

                                                                                                                                     0i.k و 0k.j و 0j.i: حالت خاص : ر 
cb(ac.ab.a(: ز                                                                                                                                                           
                                                    . صفر باشد آن گاه ضرب داخلي دو بردار صفر استاگر دو بردار بر هم عمود و يا حداقل يكي از آنها : ژ 

0:س

o.a 0 و


a.o 
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2اگر ) مثال

a 3 و


b 4 و


b.aحاصل ضرب داخلي   باشد ،)ba).(ba(








؟                        چقدر است32

 )89كنكور آزاد رياضي عصر                          (         50 ) 4      30 ) 3      58 ) 2    28 ) 1

58182812 .               صحيح است2گزينه : جواب
2

27
2

332 

















bb.aa)ba).(ba(        

)v,(v وuبردار دو تحقيق كنيد به ازاء هر) الف) مثال  2 بردارv

v)v.u(
u  بردار برv عمود است .                                                      

022                                                                                      :  جواب  u.vu.v
)v.v)(v.u(

u.v)
v)v.u(

u.(v

vv
             

b.a(c)c.a(b(بردار c وbو  a غير صفر سه بردار تحقيق كنيد به ازاء هر)  ب بردار  برaاست  عمود          .                                          
                                                                                              :  جواب  0 )b.a)(c.a()c.a)(b.a()b.a(c)c.a(b.a     

 در كدام حالت حاصل ضرب عددي بردار غير صفر )مثال

a غير صفر در مجموع دو بردار 


X  و


Y ؟  صفر نمي باشد                               

بردار  ) 1

X  قرينه بردار


Y       2 (  بردار


a  فقط بر يكي از دو بردار


X   يا


Y عمود .                

بردار  ) 4    . سه بردار دو به دو عمود بر هم ) 3

a  بر صفحه دو بردار


X  و


Y 86كنكور سراسري رياضي (        . عمود(             

00                                   .            صحيح است2گزينه : جواب   Y.aY.aX.a)YX.(aYa,Xa        
baار دو بردار هم اندازه بوده و دو بردbوaاگر)مثال 2 و ba 45 ي بين دو بردار   بر هم عمود باشند زاويهa و b؟   كدام است

1(  6
    2 ( 3

      3 ( 3
2      4 ( 6

5                                               

0286250452452      .  صحيح است3گزينه : جواب   bb.aa)ba).(ba()ba()ba(  

                                                       3
2

2
1036 

 
 ˆcoscos

ba     

ba چقدر باشد كه m،   قطرهاي يك مربع باشندb و aاگر بردارهاي ) مثال 2 و mba ؟                  قطرهاي يك لوزي باشند
1 ( 1    2 ( 2      3 ( 3      4 ( 4                                                                                        

022.      صحيح است2گزينه : جواب   )mba).(ba()mba()ba( 0 و b.aba و ba               

                      2222012222  mbmab.a)m(bma     
ba چقدر باشد كه m،   قطرهاي يك مربع باشندb و a اگر بردارهاي )16 23  و mba 2؟                قطرهاي يك لوزي باشند

1 ( 1    2 ( 2      3 ( 3      4 ( 4    
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 حاصل 2 به قطر ABCD در مربع )مثال








AD.ABAB.ABAC.AB برابر است با                                                                  :
)                                  84كنكور رياضي صبح آزاد (      28 ) 4    24 ) 3      6 ) 2    8 ) 1

                         .  صحيح است1 گزينه :جواب 

                  8
2

22 























ABAB.AB)ABADAC.(ABAD.ABAB.ABAC.AB        

قي اقطار است حاصل ضرب داخلي  نقطه تلاO نقطه 5BC و 12AB به اضلاع ABCD در مستطيل )مثال





AD.AOAB.AO؟  كدام است                            

1 ( 2
169    2 ( 97      3 ( 61      4 ( 2

)  85كنكور رياضي صبح آزاد                               (97

2                                          .   صحيح است1گزينه : جواب 
13

AO 1325144 و AC 

             2
169132

130 














cosACAOAC.AO)ADAB.(AOAD.AOAB.AO       

 حاصل 2 در مثلث متساوي الاضلاع شكل زير به ضلع )17








AC.AHAB.AHAH.AH؟                               چقدر است

1 ( 9    2 ( 4
9      3 ( 2

  )84كنكور رياضي عصر آزاد                                   (12 ) 4      9
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اگر باشند صفر غير بردار دو b  و aرض كنيدف :چ 
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02122122221221:                         روش اول .  صحيح است2گزينه  :جواب   e.ee.eeeee 
121ون چ: روش دوم   ee 221 و  ee 21 پس ee  021 : در نتيجه e.e                                     

                                                                           21032221221321321  ee.ee)ee).(ee(     
beaebae بردارهاي واحد و be و aeهرگاه  )مثال  ي بردار  ، اندازهbeae ؟                                                         كدام است

1 ( 1    2 ( 2      3 ( 3      4 ( 5/1                                                                                           
                        .   صحيح است3گزينه : جواب 

            2
12111222122  coscoscosbeaebeaebeaebae 

                 332
12112222  beae)(cosbeaebeaebeae      

baba كه b و a دو بردار غير صفر  براي)18  و زاويه بين آنها حدود   است ،؟                                           كدام است
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a),,(اگر ) مثال 201   ،5b  4 وb.aاندازه بردار   باشد ،ba  چند برابر اندازه بردار ba ؟                                    است
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5                                                                   :روش دوم
44554  coscosb.a   5وa  
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4552552222  ba)(cosbababa 
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ba)(cosbababa      

a),,( اگر )19 111  ،2b  2 وb.aاندازه بردار   باشد ،ba  چند برابر اندازه بردار ba ؟                                        است
1 ( 9    2 ( 3      3 ( 1      4 ( 27    
  
  
  
    

1522اگر، مفروض اندbوaبرداردو)مثال  baوbaba   ؟  كدام استbو aبردار،آنگاه حاصل ضرب داخلي دو 3
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b.aba(b.abababa(                                 .  صحيح است2گزينه : جواب  22292223  

                               61582022820  b.ab.a)ba(b.a     
 و 7c و 3b و 2aبا فرض ) مثال cbaي بين دو بردار   زاويهa و b؟   كدام است                          

                                                                    درجه              150 ) 4     درجه120 ) 3     درجه60 ) 2   درجه30 ) 1
                                   .  درست است3گزينه: جواب 

          1202
1

32
33729422 



 cosb.ab.acba     

ocba باشند به طوري كه 5 و 3 و 4 سه بردار با اندازه هاي c و a  ،bاگر ) مثال حاصل  c.bb.a ؟                       كدام است
1 ( 25-    2 ( 16      3 ( 9-      4 ( 16-                                                                                       

92            :                                      روش اول .  صحيح است3گزينه : جواب   b)b.(b)ca.(bc.bb.a 

bac(b.acbacba(ي                                  با توجه به رابطه: روش دوم  222
2
122  

92222                         :              مي توان نوشت 
2
1222

2
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 b)cba()bac(c.bb.a    

21بردارهاي  اگر)20 vv 21  و vv 3بردار بر دو  هرv41هم صفحه باشند و   سه بردار باشند و  عمود v 32و v 
)vv).(vv(ضرب داخلي   حاصل 2121  ؟                                  است چقدر                                                                           

  ) صبح82كنكور آزاد رياضي                            (        2 ) 4      1  )3      7  )2    5 ) 1
  
  

m(a,,( اگر بردار )21 12  41 وb  دو بردار ،ba  و ba  مقدار مثبت  هم باشند عمود بر ،m؟                         كدام است
  )85كنكور سراسري رياضي (                                    6 ) 4      5 ) 3      4 ) 2    3 ) 1
  
  
  
  
  

 اگر )22











babaآنگاه زاويه بين دو بردار   باشند ،

a و 


b؟                                                               چند درجه است

  )88كنكور سراسري تجربي                             (     150 ) 4      135 ) 3      120 ) 2    105 ) 1
  
  
  
  

شكل مقابل اندازه بردارهايدر)مثال

aو


bو


c حاصل ضرب داخلي دو بردار.  است6 و 5و  3به ترتيب برابر


aو


b؟              كدام است

 a b                                 )80كنكور سراسري رياضي(                  2  )4      1  )3      -1  )2    -2 ) 1

c 
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                                     .  درست است3 گزينه:جواب 

              1222222 




















b.ab.acb.abacbaocba      

شكل مقابل اندازه بردارهايدر)23

aو


bو


c حاصل ضرب داخلي دو بردار.  است6 و 5  و 3به ترتيب برابر


aو


b؟               كدام است

1 ( 2-    2(  1-      3(  1      4(  2  
  
  
  
  

2، اگر   در شكل مقابل)مثال ba 3 و dcآنگاه حاصل   باشند ،d.cb.a ؟  كدام است            
1 ( 1    2 ( 5      3 ( 1-      4 ( 5-                                                                               

dc).(dc()ba).(ba(dcbadcba(  .  درست است2ه  گزين:جواب      

         5929424222222  d.cb.ad.cb.add.ccbb.aa      

6 اگر)24





ba180 و 

baآنگاه 





ba؟                                                                                  كدام است           

  )75كنكور نظام قديم تجربي (                                  6 ) 4      4 ) 3      3 ) 2    صفر ) 1
  
  
  

ديگر آن كدام است؟               قطرمي باشد اندازه142قطرهاي آن اندازه يكي از  و8 و6آن ضلع مجاور درمتوازي الاضلاعي اندازه دو)مثال
1 ( 10    2 ( 11      3 ( 12      4 ( 13                                                                                            

1214422826222142                                                      .  صحيح است3گزينه   :جواب  xx)(x)(     
 بنا مي 32b و 23a با طول هاي b و a كه روي دو بردار  مجموع مربع هاي طول هاي دو قطر متوازي الاضلاعي)مثال
                                            ؟  كدام است، شود

1 ( 48    2 ( 54      3 ( 60      4 ( 64                                                                                            

601218222222                                                    .  صحيح است3گزينه : جواب   )()ba(baba     

22 اگر )25 
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baba؟ كدام است                            
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4باشند بطوري كه  بردار  دوb وa اگر)26 ba 32 و ba ، حاصل b.a؟  كدام است                                                   
1 ( 1    2 ( 3      3 ( 2      4 ( 3  
  
  
  

A),,(  نقاط)مثال 221  و ),,(B MBMAغيري باشد بگونه اي كه   نقطه متM مفروضند اگر 125 ممكن  كمترين مقدار
MBMA باشد ؟  كدام است                                                                                                                                                                

1(  1    2(  3      3(  5      4(  7                                                                                              
59016                                               .  درست است3گزينه : جواب   ABminMBMAAB     

ocba ي ه واحددر رابط7 و 4 و 3 ي ه با اندازc  وb و  a سه بردار )27 مقدار ،  صدق مي كنند a.cc.bb.a   كدام
                                                                                ؟ است

  )خارج از كشور87كنكور سراسري رياضي(            37 ) 4      19 ) 3      -19 ) 2    -37 ) 1
  
  
  
  
  

ocbaاين خاصيت كه  با 3و 1بردارهايي باشند به ترتيب به طول هايbوaفرض كنيد)مثال  a.cc.bb.a  مقدار. 2  
                                                                                  ؟ كدام است

1 ( 1    2 ( 1-      3 ( 5-      4 ( 5                                                                                          

222222 صحيح3گزينه :جواب  c)a.cc.bb.a(cbaccbaocba              
              50291  a.cc.bb.a)a.cc.bb.a(      

0000 و 6c و 3b و 2a اگر )مثال 








cbcabaد اندازه  باش








cba؟  كدام است                    
 )86كنكور آزاد رياضي صبح (                               9 ) 4      7 ) 3      5 ) 2    1 ) 1

736942222           .  درست است3 گزينه :جواب    )c.bc.ab.a(cbacba   

a,a(a(فرض كنيد  21


b,b(b( و  21


  : ي بين آنها باشد آنگاه داريم  زاويه) ) 0 دو بردار غير صفر و 
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2221 و  aaa 
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 cosba)bb()aa()ba()ba( 222212221222211 

                                             





 cosbababacosba)baba( 2211222112 

2211با انتخاب   babab.a 


:  مي توان نوشت 





cosbab.a                                                                              

                                                                 ودرنتيجه                                                             
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cos 2211  

    ) كتاب جديد78ص(                                                                        .  نيز قابل تعريف است3Rبه طور مشابه ضرب داخلي دو بردار در 
  
  
  
  
  

v),,( حاصل ضرب داخلي دو بردار )مثال 0122 و ),,(v 4311  برابر است با                                                                                   :
) 72كنكور آزاد رياضي  (                                           5 ) 4      2 ) 3      -5 ) 2    6 ) 1

5041321332211                                                 .  درست است2گزينه : جواب   )(bababa     
kjia اگر)28 354  و  kjib 32  حاصل ضرب داخلي بردار ba در بردار ba ؟  كدام است                         

1 ( 8    2 ( 6      3 ( 36      4 ( 64    
  
  

a),,(اگر ) مثال 021 و ),m,m(b 1 دو بردار و baba مقدار   باشد ،m؟                                           كدام است            
                                                                                         2  )4      1  )3       صفر )2    -1   )1

baبا هم برابر باشد مستطيل است پس متوازي الاضلاعي كه دو قطرش .   صحيح است2 گزينه :جواب                                                         
0020:                                                                                                                           و درنتيجه   mmmb.a    

a),,(  بردار)29                                                        ؟ كدام است bبردار  باشد تصاوير98b.a مي باشد اگرa موازي باbبردار  و632
1 ( ),,( 4612  2 ( ),,( 1281    3 ( ),,( 1264    4  ( ),,( 632  
  
  
  

A),,(ي ثابت  دو نقطه) 30 442  و ),,(B 442 ي متغير   و نقطهMاگر .   را در نظر مي گيريم


AM بر 


BMعمود باشد   ،
     ؟                                                                                                                                  از مبدأ مختصات چند واحد استMي  ي نقطه فاصله

1(  2    2(  4      3(  6      4 ( 36   

a,a,a(a( اگر:ضرب دروني مختصاتي تعريف 321


b,b,b(b( و 321


 ضرب   دراين صورت، باشند 3R در بردار دو

داخلي 

aدر  


b را كه با نماد 


b.a332211.     نمايش مي دهيم به صورت زير تعريف مي كنيم bababab.a 


 

212121                                                                                                                     :به عبارت ديگر zzyyxxb.a 
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a(u,,( اگر بردارهاي)مثال 322 و )a,,(v 2325 مقدار،  بر هم عمود باشند a؟  كدام است                                                        
1 ( 4    2 ( 3      3 ( 2      4 ( 1                                                                  

2069410                                     .  درست است3گزينه: جواب   aaavu    
),,( با تصوير هاي b و a دو بردار )مثال  ),,( و 211 102 به ازاي كدام مقادير ،  مفروض اند  بردارهاي ba  و ba  

                                             ؟ عمود بر هم اند
) 89كنكور سراسري رياضي (                            1 و 6/0 ) 4    1 و 4/0 ) 3    -1 و 6/0 ) 2    -1 و 4/0 ) 1

 :                             اول روش .  صحيح است2گزينه : جواب  ba)ba).(ba()ba()ba( 0 

                             032255222510422211  )()( 

                                          605
3
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c
 1 و 

:                     روش دوم  )ba()ba(),,()ba( )ba(),,( و 1211 1213  

            03225012122130212121  ))(()(zzyyxx 

                                     605
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/
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c
 1 و    

m,(a,(با فرض ) 31 53 و ),,m(b 073   به ازاي يك مقدار ،m دو بردار ba  و ba عمود بر هم هستند   .
؟                                                                                                                           ، چند درجه است  در اين حالتb و aي بين دو بردار  زاويه

  )95كنكور سراسري و آزاد رياضي                          (90  )4      60  )3      45  )2    30  )1
  
  
  
  
  
  

a,a,a(a( فرض كنيد:نتيجه b,b,b(b( و321           دراين صورت، باشند بردار  دو 321
                      03322110  bababab.aba و ob,a  

02121210  :                                                                 به عبارت ديگر  zzyyxxb.aba و ob,a  
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A),,( نقاط )مثال m(B,,(و 210 C),,( و32          ؟  كدام استm .  قائمه استA هستند كه در راس ABCسه راس مثلث   201
1 ( 1    2 ( 2      3 ( 2-      4 ( 1-                                                                                       

10010.                             صحيح است1 گزينه :جواب  


mmAC.AB و ),,(AC 011 


m(AB,,( و  11


    
  
  
  
  
  

v),,( بين دو بردار ي ه زاوي)32 3321 


v),,( و  4232


                                                                                                          ؟  چقدر است
  )68ضي كنكور آزاد ريا( درجه                                30  )4     درجه60 ) 3     درجه90 ) 2   درجه120 ) 1
  
  
  

                                          ؟  استدرجه چند yoz و xoy صفحه هاي واقع بر نيمسازهاي دوبرداري بين  زاويه )مثال
1 ( 30    2 ( 45      3(  60      4(  90                                                             

a),,( صفحه بردارهاي دو نيمساز هاي اين .  صحيح است3گزينه : جواب  b),,( و 011 2  مي باشد و110 ba     

                           602
1

22
010





 ˆ
ba

b.a
cos    

jia بر روي دو بردار )33 33  و kjib 2بين دو قطر اين ي ه كسينوس زاوي.  متوازي الاضلاعي ساخته شده است 
                                                                         ؟ متوازي الاضلاع كدام است

1 ( 4
1    2 ( 3

1      3 ( 2
1      4 ( 3

  ) خارج از كشور92كنكور سراسري رياضي (           2

  
  
  
   

  
  

A),,(ي  سه نقطه) 34 012  ،),,(B 213  و ),,(C 311 رأس هاي مثلثي هستند ،  .Acos؟                                   كدام است        

1(  6
2    2(  4

2      3(  6
3    4(  4

  )93كنكور سراسري و آزاد رياضي (                    3

  
  
  

a,a,a(a( فرض كنيد:نتيجه b,b,b(b( و321          دراين صورت  ، باشند بردار  دو321

                                 232221232221
332211

bbbaaa

bababa
cos




  

222222212121                                                :                                             به عبارت ديگر 
212121

zyxzyx

zzyyxx
cos




 

    . به صورت زير خواهد بود Aي  ي زاويه  باشند آنگاه اندازهABCسه راس مثلث  C  وB وAنقاط اگر  :نتيجه
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                   ؟  كدام استbار  باشند آنگاه حداقل مقد2a و 2b.a  دو بردار وb و a اگر )35
1(  2    2 ( 1      3 ( 1-      4 ( 2   
  
  

103 اگر )36  zyax 5222 و  zyxدر اين صورت حدود ،  باشند a؟  كدام است                                                       
1 ( 44  a    2 ( 4a    3 ( 4a    4 ( 4a 4 ياa   
  
  
  
  
  

322 اگر )37  zyx222 باشد مي نيمم مقدار zyx ؟  كدام است                                                                                         
1 ( 1    2 ( 2      3 ( 4      4 ( 9    
  
  
  
  
  

232221كثر  سه عدد حقيقي باشند حدا3a و 1a ، 2a هرگاه )مثال

2321
aaa

)aaa(



؟  كدام است                                                                   

1 ( 4    2 ( 3      3 ( 2      4 ( 1                                                                                         

3232221   صحيح 2گزينه : جواب 

23212322211112312111 



 )

aaa

)aaa(
(Max)aaa)(()aaa(    

41643 اگر )38  zyx22429 باشد مي نيمم مقدار zyx ؟  كدام است                                                                     
1 ( 21    2 ( 31      3 ( 41      4 ( 51   
  
  
  
  

a,a,a(a(رگاه  ه:نكته b,b,b(b( و321                                                                 :        آنگاه ، دلخواه باشند بردار  دو321
bab.a) الف )  شوارتز –نامساوي كشي  (                                                                                                                                    

232221232221332211)نكته تستي(  )ب bbbaaabababa                                                              

)bbb)(aaa()bababa(:پ 2322212322212332211  
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4222تساويدرzوx ،yحقيقيسه عدد)39  zyxبيش ترين مقدار عبارت . صدق مي كنندzyx   ؟  كدام است، 22
1 ( 2    2 ( 3      3 ( 4      4 ( 6   
  
  
  
  

z,y,x(A( ي ه نقطي ه فاصل)40 22  است بيشترين مقدار 6 تا مبدأ مختصات برابر zyx 242 ؟  كدام است                                         
1 ( 3    2 ( 9      3 ( 18      4 ( 27     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

تصوير قائم بردار 

a ر بر بردا


b : دو بردار غير صفر 


a و 


bي بين آنها   را كه زاويه 20 است با فرض 

 در 

تصوير قائم بردار .  نظر مي گيريم

a را بر امتداد بردار 


b كه آن را با 


a نمايش مي دهيم به صورت زير محاسبه مي شود   :  

               2000


























b

b.a
rb.brb.ab).bra(b).aa(bra 

                                                                                  











 b

b

b.a
bra 2  

 در اين .ها باشد  بين آني  زاويه غير صفر و بردار  دوb وa  فرض كنيم:روي يك محور  ك بردارقرينه ي و تصوير
                                       . است b، برداري موازي با بردار bر صفر  غيبردار  روي امتدادaقائم بردار تصوير aصورت از لحاظ هندسي 

20حال اگر  
  باشد آنگاه a موازي و همجهت با b    خواهد بود                                                                                               

و اگر 

                                                                                         . خواهد بود  b موازي و مختلف الجهت با a باشد آنگاه  2

b                                                   : است با   برابرb غير صفر بردار  روي امتدادaقائم بردار تصوير) لفا
b

b.a
a 2  

ab                             :    برابراست باb غير صفر بردار  روي امتدادaقرينه  بردار) ب
b

b.a
aaa  2

22  

a  

b a 

a 

1 

2 
a  

b a 

a 

1 

2 

a
b 

a 
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a),,(تصوير قائم بردار : مثال  212 


b),,( را بر امتداد بردار  011 


             )كتاب جديد80ص   (                               .            بيابيد

222121:                                                           حل  


.)(b 3021112 و 


))((b.a 

                                                           ),,(),,(b

b

b.a
a 02

3
2
30112

3
2 








  

                                                                                                                                                                               :كار در كلاس 
i),,(تصوير بردار ) 1 001 بر امتداد بردار ),,(j 010را بيابيد                                                                                                         .

نشان دهيد كه اگر دو بردار ) 2

a و 


bآنگاه تصوير يكي بر امتداد ديگري بردار صفر مي شود،   بر هم عمود باشند                                  .

نشان دهيد كه اگر دو بردار ) 3

a و 


b در يك راستا باشند آنگاه تصوير 


a بر 


b برابر خود 


aمي شود                                                .

  )كتاب جديد80ص (.                                                                                   هر يك از حالات زير را با شكل هاي داده شده نظير كنيد) 4
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 است با   برابرb نا صفربردار  روي امتدادaقائم بردار تصويري  اندازه:  الف :نتيجه 
b

b.a
a                                                          

aa: ب   يعني اندازه بردار a برابر اندازه قرينه بردار aنسبت به بردار bاست  .  
21: پ   a وaي بين دو بردار   نيمساز زاويهbبردار  يعني ˆˆ است  .  

aaa.a: ت   2:                                        ث                                       0
aa

a


 و aaa  2  

ab: ج 
b

b.a
aaa 


 2
b:             چ        22

b

b.a
a 2


  

1: ح  cosaa و 
b

b.a
a


        خ             :aa     02:                               د  aa.a  

b 

a 

a 

1 b 

a 

a 
1 
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 براي هر يك از بردارهاي )1تمرين

a و 


b كه در زير آمده است تصوير قائم 


a را بر امتداد 


bبه دست آوريد  .                                        

a),,() الف 212 


 و 





ib                                                                                                                                                                 

a),,() ب 132


b),,( و  123


                                                                                                                                                             

a),,() ج 011 


b),,( و  421


  )كتاب جديد84ص(                                                                                                              
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 فرض كنيد)2تمرين

b  و


aو 


cاين خاصيت كه   با3و 2و 1 بردارهايي باشند به ترتيب به طول هايocba 








  مقدار. 








a.cc.bb.aكتاب جديد84ص(                                                                                                   . محاسبه كنيد  را(  

  
  
  
   

سه بردار ) 3تمرين

b  و


aو 


c  مثال بزنيد كه براي آنها





c.ab.a ولي  





cb)                       .كتاب جديد84ص(  
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a),,(اگر ) 4تمرين 431 


b),,( و  243 


c),,( و  411


 باشند آنگاه تصوير قائم 

a بر امتداد 





cb را به 

  )كتاب جديد84ص(        .                                                                                                                                                     دست آوريد
  
  
  
  
    

kjiba و 7b و 5a با معلومات b و aدو بردار ) مثال 32 تصوير قائم بردار .   مفروض اندb بر روي بردار a  ،
                                                      ؟   استaچند برابر بردار 

 )  خارج از كشور95كنكور سراسري رياضي (          4/1  )4      2/1  )3      8/0  )2    7/0  )1
                       . صحيح است 3 گزينه :جواب 

              7
6

70
6075249259142222  coscoscosbababa 

:  حاده باشد داريم  يعني b و aي بين دو بردار  اگر زاويه


 cosbb
b

b
cos215:پس

6
5

7
67

/
a

b






   

ي بين دو بردار  ، زاويه باشد  b نا صفربردار  روي امتدادaقائم بردار تصوير a درجه و 30 برابر b و aي بين دو بردار  اگر زاويه)مثال
b و aa ؟                                                                                   چند درجه است                                                                                        

1(  15      2(  30      3(  60      4(  90                                                                       
aaبديهي است كه بردارهاي .   صحيح است4 گزينه :جواب   و aa  بر بردار bعمودند                                                  .   
 aي بين دو بردار   زاويهو   b بردار روي امتداد b تصوير قائم بردار bو   b بردار روي امتداد a تصوير قائم بردار a اگر )مثال

b.aحاصل .   باشد2b.a و bو  ؟                                                                                                                                               كدام است

1(  22cos  2(  2cos    3(  2      4(  1                                                                                           

.                                 صحيح است1 گزينه :جواب  cosbb و  


 cosaa
a

a
cos        

                                                  222 coscosb.acoscosbcosacosbab.a   
),,(قائم بردار   تصوير)41 630روي امتداد بردار ),,( 212  ،؟  كدام بردار است                                                                                     

1 ( ),,( 212   2 ( ),,( 212    3 ( ),,( 424     4 ( ),,( 132                      ) 82كنكور سراسري رياضي(  
  
  
  
  
  
  

b a 

a 

b a 

a 

 

b 

232221                 : است با  برابرbبردار  روي امتدادaبرداري جبري تصوير   اندازه:نكته 
332211

bbb

bababa

b

b.aa
bp
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v),,( طول تصوير بردار )42 2211


v),,( بر بردار  2122


                                ؟  چقدر است

1 ( 9
8    2 ( 3

  )75كنكور آزاد رياضي                                        (    8 ) 4      3 ) 3      8

  
  

b),,( در راستاي بردار a تصوير قائم بردار ي ه اگر انداز)مثال 212  مقدار مثبت ،  باشد3 برابر b.a؟  كدام است                                      
1 ( 3    2 ( 6      3 ( 8      4 ( 9                                                                                              

9414333                                                               .  صحيح است4گزينه : جواب   bb.a
b

b.a
a    

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

v),,(اگر ) مثال 3211


v),,( و  3122


ي بردار  اندازه ،  باشد





21 vv؟         كدام است                        
)        خارج از كشور86كنكور آزاد رياضي                 (     9 ) 4      3 ) 3      3 ) 2    33 ) 1

339992133331232121               .  صحيح است1گزينه : جواب  











vv),,(),,(),,(vv (  

v),,( اگر)43  2111 و ),,(v 3212 21 باشد زاويه بردار vv ؟       بزرگتراست كدام محور  با                                                      
1 ( x2    ها ( y3      ها ( z82كنكور رياضي آزاد عصر(. باهرسه محوريكسان است)4      ها (            
  
  
  
  

a),,(اگر) مثال 245و ),,(b 312 تصوير بردار ba روي محور y؟                                                                         ها كدام است
1 ( 11    2 ( 11-      3 ( 13      4 ( 13-                                                 

ba),,(),,(),,(                         .   منظور مؤلفه عرض است.  صحيح است2گزينه : اب جو 91114312245        

a,a,a(a(فرض كنيم ) :ضرب برداري(تعريف ضرب خارجي  321


b,b,b(b( و 321


 . باشند بردار دو 

ضرب خارجي 

aدر  


bنماد كه با  را





baشودي دهيم به صورت زير تعريف مي  نمايش م :         

                              














k
bb

aa
j

bb

aa
i

bb

aa

bbb

aaa

kji

ba
21
21

31
31

32
32

321
321 

          )baba,baba,baba()
bb

aa
,

bb

aa
,

bb

aa
( 12213113233221

21
31
31

32
32  

                     . اين تعريف را به صورت زير نيز نمايش مي دهند

                                          )baba,baba,baba(

b

b

b

a

a

a

ba 122131132332
3
2
1

3
2
1







  
 ) قطر اصلي-قطر فرعي,  قطر فرعي-قطر اصلي,  قطر اصلي -قطر فرعي( 
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) 69كنكور سراسري رياضي (       ؟ نداردعمل ضرب بروني دو بردار در مجموعه بردارهاي واقع در فضا كدام خاصيت را ) مثال
 پخش پذيري نسبت به جمع بردارها                         )4ري نسبت به اعدادپخش پذي ) 3    جابجايي ) 2  بسته بودن ) 1

abba :  باشند آنگاه بردار دو b  وaاگر.   صحيح است 2گزينه : جواب   يعني ضرب خارجي در حالت كلي خاصيت  
       . جابجايي ندارد

بردارهاي : مثال 

i و 


i 3 درRحاصل .   در نظر بگيريد





ji و 





ij كتاب جديد81ص(.                     دست آوريد را به             (

:                                              حل 








k),,(),,(),,(),,(ji 100001101001000010001 

                  








k),,(),,(),,(),,(ij 100110000100001001010  
)ji(i((k بردارهاي واحد باشند حاصل k و j و iاگر ) مثال ؟                     ت  كدام اس                    

 )91كنكور سراسري رياضي i      3 ( j      4 ( k                               ) ) 2    صفر ) 1
)ikjk)ki(k))ji(i                         .  صحيح است2گزينه : جواب         

ij.(k)ik.(j)kj.(i(حاصل ) 44  ؟                                                                                                              كدام است32
1 ( 2    2 ( 3      3 ( 5      4 ( 6                                    
  
  
  
  

ba),,(اگر ) مثال 2412 و  ),,(ba 1222 ي ضرب خارجي   باشند اندازهba ؟                                                     كدام است
) 91ياضي عصر كنكور آزاد ر                                    (2 ) 4      3 ) 3      5 ) 2    1 ) 1

                        .   صحيح است2گزينه : جواب 
                    ),,(bbabbaaa),,(),,()ba()ba( 63024212224122  
               54102106303  ba),,(ba),,(ba 

ba: توجه 
ba

ba
 32

2       

                                     :  اين صورت داريم  است در Rو سه بردار cو  b  وa فرض كنيد:خواص جبري ضرب خارجي
                                                               .  دو بردار بسته است يعني حاصل ضرب خارجي هر دو بردار يك بردار استضرب خارجي: الف 

abba :ب  )   نداردضرب خارجي در حالت كلي خاصيت جابجايي .(                                                                                     

:پ 





 a  
ba(baba(: ت     
caba)cb(a: ث    وacaba)cb(   
ba()cb(a(cدرحالت كلي) ج    )رب خارجي در حالت كلي خاصيت شركت پذيري نداردض . (                                      

k)ii()ki(i: مثال    
  ). ضرب خارجي عضو وارون ندارد: چ 

jik: الف  :نكته   و ikj و kji                     ب      : jki  و ijk و kij  
i

j 
k

i 
j 

k 
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502اگر ) مثال  )ab).(ba(ي حاصل ضرب خارجي دو بردار   باشد اندازهa و b؟                                                          كدام است
1 ( 4    2 ( 3      3 ( 1      4 ( 5                                  

502502                               .  صحيح است4گزينه : جواب   ))ba().(ba()ab).(ba( 

                                    5252502  baba)ba).(ba(    
4اگر ) 45 ba ، ي بردار  اندازه)ba()ba(  ؟                                                                                          چقدر است3

)             78كنكور آزاد رياضي                     (                        4 ) 4      16 ) 3      صفر ) 2    8 ) 1
  
  
  

)ab()ba(kjiاگر ) مثال 442  اندازه بردار ba ؟                                                                         كدام است  
1 ( 1    2 ( 2      3 ( 3      4 ( 4                                                                                      

36216164                              .  درست است3گزينه : جواب   baba)ab()ba(   

بردارضرب خارجي ،  حركت كندD بهC ازM باشد و نقطهAB موازيCD اگر)46





AMAB؟                چگونه تغيير مي كند
                      . ي كند طول آن ثابت است ولي جهت آن تغيير م )2.  طول آن كم مي شود ولي جهت آن تغيير نمي كند )1

)                                     83كنكور رياضي آزادعصر(  .  طول و جهت آن تغيير مي كند )4            .  طول و جهت آن ثابت است )3
  
  
  
  
  

  
  
  

)ca(cab با شرط c و a ، bبردارهاي ) مثال ؟        الزاماً كدام نتيجه حاصل مي شود ،   مفروض اند                  
1 ( 0)c.b.(a  2 ( 0 )cb.(a  3 ( o)cb(a   4(هرسه بردارموازي اند )  .خارج91ضيكنكورسراسري ريا (

.    صحيح است2گزينه : جواب 

0 )cb.(a)ca.(a)cb.(a)ba.(a
.a

cabcbacab)ca(    
cbaاگر ) مثال  و cab  و bac  ،  مقدارcba؟  كدام است                              

1 ( 1    2 ( 2      3 (   3      4 ( 8                                                                                   
c,bacba                    .  صحيح است1گزينه : جواب   و c,abcab  و b,acbac  

.                                                                  دو به دو بر هم عمودندc و b و aدرنتيجه سه بردار 
  cbsincbcba  casincacab و 90  basinbabac و 90  90  

12                                         .             ي قبل را در هم ضرب مي كنيم حال طرفين سه رابطه  cba)cba(cba               

M C 

B 

D 

A 

ba(b,a)ba.(b(        اين صورت   در. دلخواه باشند بردار  دوb  وa فرض كنيد:قضيه  0 و 0 )ba.(a  
baهر مضرب غير صفر از  . دلخواه باشند بردار  دوb  وaفرض كنيد :نكته   بر a و b و بر تمام تركيبات خطي a و bعمود  

00 به عبارت ديگر                                                                     .مي باشند  )nbma).(ba(rr,Rn,m,r 
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baقرينه بردار غير صفر) مثال  نسبت به راستاي بردار ba ؟                همواره كدام است                                                                   
ba ) 2  بردار صفر ) 1     3 ( ab     4 ( ab                                                                                     
baبردار غير صفر.   صحيح است4گزينه : واب ج  بر بردارهاي a و bو هر تركيب خطي از اين دو بردار عمود است                               .     

 دو بردار ناصفر و ناموازي و b و aهرگاه ) مثال ba 0 و baآن گاه زاويه بين بردارهايba  و ba               كدام است؟
                            درجه                                                90 ) 4     درجه60 ) 3     درجه45 ) 2   درجه30 ) 1

)ba()ba()ba.(b)ba.(a)ba).(ba(              .  درست است4 گزينه :جواب   000       
a),,(دو بردار با تصاوير ) 47 121  و )m,,(b 42به ازاي كدام مقادير  ،  مفروض اند m  ،  اندازه بردار)ba).(ba(  

                                                                                                                                                        ؟ برابر صفر است
  ) 88كنكور سراسري رياضي                   (mهر مقدار  ) m  4هيچ مقدار  ) 2m  3فقط  ) 2m  2فقط  ) 1
  
  
  

kjiaاگر ) 48  kjb و 2 مساحت مثلثي كه بر روي دو بردار   باشند ،ba و ba 2؟                 ، كدام است  ساخته شود
1(   5    2 ( 22    3 ( 3      4 ( 32            

  ) 97كنكور سراسري و آزاد رياضي خارج از كشور        (                                  
  
  
  
  
  
  

a,,(v(سه بردار ) مثال 111   ،),b,(v 122  و ),,c(v 233  دو به دو عمود بر هم هستند ،  ،cba ؟                      كدام است
)  خارج از كشور93كنكور سراسري رياضي              (8 ) 4      7 ) 3      6 ) 2    5   )1

، پس حاضل ضرب داخلي دو  ، دو به دو عمود بر هم هستند 3v و 1v  ،2vچون سه بردار : روش اول .   صحيح است1گزينه : جواب 
20201211021) 1.                                ( به دوي آن ها صفر است  baab),b,).(a,,(v.v 

          )         2 (3202302311031  caac),,c).(a,,(v.v 
        )                  3 (223023202312022  cbbc),,c).(,b,(v.v 

                    5141
25
16

223
72122




















cbaa
)(

c

b

cb

cb)()( 

ي شامل اين دو بردار نيز عمود بوده و در نتيجه بر هر   عمود است پس بر صفحه3v و 2v بر دو بردار 1vچون بردار : روش دوم 
23تركيب خطي از اين دو بردار از آن جمله بردار  vv در نتيجه .   نيز عمود است :          

           50320132110231  cbaabc),b,c).(a,,()vv.(v 
ي شامل اين دو بردار نيز عمود بوده و در نتيجه با حاصل   عمود است پس بر صفحه3v و 2v بر دو بردار 1vچون بردار : روش سوم 

bc,c,b(),,c(),b,(vv(                       :در نتيجه .  ب خارجي اين دو بردار موازي استضر  6432231232  

             5
25
16
14

64
632

726
1
4

1
32






































 cba

c

b

a

abcac

abcab

cb

a

bccb     
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ba(a(ي بين دو بردار  زاويه) مثال  و )ba(b  ، ؟                                        كدام است                                                                   
  درجه                                                                                180 ) 4     درجه45 ) 3     درجه90 ) 2    صفر ) 1

                        .   درست است4 گزينه :جواب 

            180 ˆbaabbbab)ba(b و babaaa)ba(a           
kiaكدام بردار بر دو بردار ) 49 2 و jib 2؟                                     عمود است                                                                            

1(  ),,( 112    2(  ),,( 112     3(  ),,( 112     4(  ),,( 112                               
  
  
  
  
  
  

ba),,(اگر ) مثال 322  و ),,(ab 122ي بردار   باشد قرينهbaنسبت به بردار ba 23 ؟                                   كدام است
1(    ),,( 424   2 ( ),,( 424     3 ( ),,( 424     4 ( ),,( 424                                  

b),,(b),,(.                                               صحيح است3گزينه : جواب  2024042  و ),,(a),,(a 1202402  
                                                             ),,(),,(),,(ba 424202120  

ba بر بردارbaي شامل آنها نيز عمود است و درنتيجه    عمود است پس بر صفحهb و a بر بردارهاي baرچون بردا 23  
ba نسبت به بردارbaي بردار  نيز عمود است بنابراين قرينه 23  يه صورت ),,( 424 مي باشد                                             .  

z,y,x(a(اگربردار)50


b),,(بربردارهاي  211 


c),,( و  102


2 عمود باشد و 

a باشد zyx ؟        اشد كدام مي تواند ب

1 ( 14
10    2 ( 14

12    3 ( 14
6    4 ( 14

  )  87كنكور آزاد رياضي عصر                            (8

  
  
  
  
  
  
  
  
  

),,(ها و بردار x بر محور  ، 4 به طول aبردار ) مثال 221 طول تصوير قائم .   عمود استa روي محور y؟                   ها كدام است
1 ( 22    2 ( 1      3 ( 2      4 ( 2                                                                                 

b),,(فرض كنيد .  درست است1گزينه : جواب  221  ،  در اين صورت),,(ib 220  بر محور x ها و بردارb عمود 

Rr ، ),,(raپس .  است 220  4 و چونa  .                  22244402در نتيجه  rr)(r 
a),,(),,(:                                                                                                                    و داريم  2222022022      
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ي  اندازه ،   را نمايش مي دهد2مكعبي به طول يال  ،   شكل مقابل)مثال





ACAB؟                                                                          كدام است
1 ( 2    2 ( 22    3 ( 8      4 ( 28                                         

8222222    .  صحيح است3گزينه : جواب  





AC

BC
ACCÂBsinACABACAB                               

ba(a(.   درجه باشد150 برابر b و aي بين دو بردار   و زاويه3b و 2aهرگاه ) مثال ؟                                         كدام است
1 ( 2    2 ( 3      3 ( 6      4 ( 9                                                                                           

)a)ba: چون .   صحيح است3گزينه : جواب   پس      :                

                                62
134115090  )sinba(asinbaa)ba(a       

3 برابر b و aي  ي بين دو بردار يكه زاويه) مثال
ي بردار  اندازه.   است)ba()ba( ؟                                                كدام است

1 ( 2
3    2 ( 3      3 ( 2

3      4 ( 3                                                                                              

332.    صحيح است3گزينه : جواب 
11121132222 


 bacosbababa 

                                                                2
3

2
3113 


 sinbaba 

               2
312

3390  sinbaba)ba()ba()ba()ba(     

C 
B 

A 

C 
B 

A 

a,a,a(a( اگر :قضيه  321


b,b,b(b( و  321


     زاويه بين آنها باشد آنگاه  دو بردار غيرصفر و 
                                                                        sinbaba 

2122131132332                                                 :                         اثبات 
2

)baba,baba,baba(ba 





 

                                                   212212311322332 )baba()baba()baba(  

    212221212222123213131221232223323222322 babbaabababbaabababbaaba  

                 2
22

2332211232221232221 )b.a(ba)bababa()bbb)(aaa(





 

                           











 2
22

21
22

2
2222

sinba)cos(bacosbaba 

                                                                    








 sinbaba  
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baي بردار  اندازه ،  قابلدر شكل م) مثال ؟  كدام است                                    
1 ( 2    2 ( 6      3 ( 33    4 ( 32                                                                                      

6024312.                                                صحيح است3گزينه : جواب   )b,̂a(aa     

                    332
33260  sinbaba                                         

               ؟  استصحيح بردارهاي واحد هستند كدام گزينه d و cو  b و a در شكل زير بردارهاي )مثال
1 ( d.cb.a   2 ( badc   3 ( dcba   4 ( dcba                                                            

03535.   صحيح است4گزينه : جواب   coscosbab.a                                                                                                              
0133133و    coscosdcd.c پس  d.cb.a نادرست است1لذا گزينه  ،  باشد نادرست مي              .                 

                      ي تفاضل آن دو بردار  ي مجموع دو بردار كاهش و اندازه مي دانيم اگر زاويه اي افزايش يابد اندازه
                     .   نادرست اند3 و 2افزايش مي يابد لذا گزينه 

             3535 sinsinbaba   4747180133133 و sin)sin(sinsindcdc  
4735چون  sinsin  درنتيجه dcba         

b.abaاگر ) 51 3؟         زاويه بين دو بردار چقدر است ،  باشد                               

1 ( 6
    2 ( 3

      3 ( 4
      4 ( 2

)                                          79كنكور آزاد رياضي             (

  
  
  
  
  

ocbaاگر ) مثال  2 وa 2 وbدار  مساحت توليد شده توسط دو برa و bي بين اين   برابر يك واحد و زاويه
                                      ؟   كدام استcطول بردار  ، دو بردار حاده باشد

1 ( 10    2 ( 5      3 ( 5      4 ( 10                                                                                    

42                      .  صحيح است4گزينه : جواب 
11222

112
1 

 ˆsinsinsinbas 

         10102
2222242222  ccosbabacbac        

)ba()ba( باشد اندازه بردار4b و3aهم عمود بوده و  برb وa بردار دو  اگر)مثال 33 ؟                                كدام است
1 ( 30    2 ( 60       3 ( 96       4 ( 120                                                                                           

1201341090101033                       .  درست است4گزينه : جواب   Sinabab)ba()ba(   
  

b 

a 

2 1 

3 

b 

35 a 

d 

c 

133 

oaبا شرايطدلخواه  بردار  دوb وa هرگاه  :نكته   و ob  و ba  داريم باشند :                   
b.a

ba
)b,atan(





 

2222                               : همواره داريم b وaصفر غير بردار دو براي هر ) :اتحادلاگرانژ(نكته  )b.a(baba  
2222: الف:نتيجه baba)b.a( 2222:                      ب ba)b.a(ba  
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baاين صورت  در 12b.a و 2b و10a  اگر)مثال ؟  كدام است                                                                                   
1 ( 12    2 ( 14      3 ( 16      4 ( 18                                                                                            

162562222102122                               .  درست است3گزينه  :جواب   bababa     
58 و 5b و 3aاگر ) مثال baي  اندازه.   باشدba ؟  چقدر است                                       

1 ( 1    2 ( 3      3 ( 9      4 ( 12                                                                                            

125822595822258     .  صحيح است3گزينه : جواب   b.ab.ab.ababa 

                 9811442592222  ba)b.a(baba      
72 و26b و3a اگر)52 baت اين صور  درb.a؟  كدام است                                                                                 

1 ( 10    2 ( 20      3 ( 30      4 ( 40                                                                                            
  
  
  

72 دو بردار باشند به طوري كه b و a اگر) مثال ba ، 30b.a 3 وa ،  آنگاهb؟                                        كدام است
1 ( 26    2 ( 24      3 ( 22      4 ( 20                                                                                      

2667622990051842222.  درست است1گزينه : جواب   bbb)b.a(baba    

6 ،  درجه است90 كمتر از bو aزاويه بين دوبردار)53

a ، 5


b  18 و )ba(a حاصل)ba.(a ؟   كدام است

    )85كنكور سراسري رياضي                                   (64 ) 4      60 ) 3      56 ) 2    54 ) 1
  
  
  
  
  
  

ovvاگر ) مثال 





21) ovv 





و بردارهاي ) 21

1v و


2v ًغيرصفر باشند آنگاه الزاما                                                          :

1 ( 





21 vv  2 ( 





21 vv    3 ( 





21 vv    4 ( 

21 v||v)                      76كنكور سراسري رياضي (

.                 صحيح است4گزينه  :جواب 


 21 v||v 0002121يا 








sinsinvvovv     

اگر ) 54











caba و 





cb ؟   استنادرست آنگاه كدام نتيجه گيري                           

1 ( 

a عمود بر





cb      2 ( 


a موازي 





cb                                          

3 ( 00 





)cb(a      4 ( 

a و 


b و 


c 79كنكور سراسري رياضي                  (  موازي يك صفحه   (  

oba موازي است اگروفقط اگرb باb ، a و aصفر غير بردار دو  براي هر:نكته مهم   

oACABاگر:نتيجه 





 .  بر يك استقامتند و بعكسC وB وAي باشد آنگاه سه نقطه
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b),,(اگر ) 55 321


c),,( و  111


9 چنان باشد كه 

a و 











caba ،  مجموع مؤلفه هاي بردار


a كدام 

؟                                                                                                                                                                                        باشدعدد مي تواند 
1 ( 3    2 ( 5      3 ( 10      4 ( 15                                                                                          
  
  
  
  
  

a),,(اگر براي سه بردار ) مثال 121 ، ),,(b 31 و ),,(c 12   ، ي  رابطهcaba برقرار باشد  ، ؟    كدام است
                                                                                              2 ) 4      1 ) 3      فرص ) 2    -1 ) 1

cb),,(                  .  صحيح است3گزينه : جواب  212  و cb||ao)cb(acaba            

                               1341  422 و 1
2

2
1

1
2







      

    
اگر ) مثال


a ، 


b و 


c سه بردار باشند و ocba 








 آنگاه 





ba؟       برابر كدام است                                                       

1 ( 





bc  2 ( 





ca    3 ( 





ab    4 ( 





ac  )                  74كنكور سراسري رياضي  (
accaaa)ca(aba                                              .   صحيح است4گزينه : جواب     

داريم  cو  bو  aبراي سه بردار) 56 cba  2و cb در اين صورت حاصلaccbba  432 
                                                                             ؟  كدام است

1 ( 1    2 ( 2      3 ( 4      4 ( 6                                                                          
  
  
  

bdcaي   در دو رابطهd و a  ،b  ،cچهار بردار )57  و bcda الزاماً دو بردار غير صفر   صدق مي كنند ،ba  
dcو  ؟                                                    نسبت به هم كدام وضع را دارند                                                                                                      
  )  خارج از كشور93كنكور سراسري رياضي (موازي       ) 4    عمود ) 3    قرينه ) 2    مساوي ) 1
  
  
  

ocba: داشته باشيم  c و  b و  a  براي سه بردار اگر:نكته    آنگاه: accbba  

a 
b 

c 

dcbaشرايط درd وc و bو  aبردارهاي  اگر:نكته وdbca آنگاه دن صدق كن  :)cb(||)da(  
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ovvاگر ) مثال گاه لزوماًآن ،  و  بردارها ناصفر باشند  . .                                                                                                              .
1 ( vv   2 ( vv     3 ( vv     4 ( v||v                                                                               

v||v.    صحيح است4گزينه : جواب  180000يا    sin
ov,v

sinvvovv     
  
  
  
  
  
  
  

زاويه بين .  دار ساخته مي شود برابر با مساحت متوازي الاضلاعي است كه روي آن دو بر3 ، عدد حاصل ضرب داخلي دو بردار) مثال
                                     ؟  آن دو بردار كدام است

1 ( 6
    2 ( 4

      3 ( 3
      4 ( 2

                                                                              

63                          :روش اول .  صحيح است1گزينه : جواب 
13 









b.a

ba

cos

sin
tanbab.a              

6333          :روش دوم  
 sincossinbacosbabab.a    

مساحت متوازي الاضلاعي كه توسط بردارهاي  ،  درجه باشد120 برابر b و aي بين دو بردار   و زاويه2a ،4bاگر) 58
ab 53  و ba 64 ؟  ساخته مي شود چقدر است                                                                                                                                      
1 ( 336    2 ( 394    3 ( 372    4 ( 3188                                                                              
  
  
  
  
  

a),,(اگر ) 59 321  و ),,(b 102 ،  مساحت متوازي الاضلاع توليد شده توسط دو بردارba 3 و ba 52  ، ؟      كدام است
    )87كنكور سراسري رياضي                             (35 ) 4    53 ) 3    23 ) 2    32 ) 1
  
  
  
  
  

oaa                            : همواره داريم aصفر غير بردار  براي هر:نتيجه مهم   
                             :                 است داريم   كه زاويه بين آنهاb وaصفر غير بردار دو  براي هر:ضرب برداري تعبيرهندسي 

ba(b,a() الف  عنييba بردار صفحه شامل دو   برaو bاست  عمود .                                                                                 
ضلع مجاورش مي باشند   دوb وaمساحت متوازي الاضلاعي است كه) ب sinbaba                                                        
oba )پ اگروتنهااگر  aو bباشند  همراستا .                                                                                                                               
ba) ت راست به طرفانگشت اشاره دست  يعني اگر ، قاعده دست راست بدست مي آيد   برداري است كه جهت آن ازaانگشت   و

baآنگاه انگشت شست جهت ،  باشدbوسطي به طرف را نشان مي دهد  .  

 .  مي باشند قطر آندوdوcمساحت متوازي الاضلاعي است كه:نتيجه sindcdc 2
1

2
 . ي بين دو قطر است  زاويه كه در آن 1
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؟           كدام استستند دوضلع مجاورآن هbوaمساحت متوازي الاضلاعي كه بردارهايآنگاه باشد81b.aو5bو27aاگر)60
1 ( 18    2 ( 36      3 ( 108      4 ( 216                                                                        
  
  
  

4و5bو3aاگر)مثال ba ،  مساحت متوازي الاضلاعي كه بردارهايآنگاهaوb؟              كدام استآن هستند  ضلع مجاور دو
1 ( 9    2 ( 12      3 ( 15      4 ( 18                                                                                    

92259162222           :     روش اول .   صحيح است2گزينه : جواب   b.ab.ab.ababa  

  125
4535

4
5
39159  sinbabasincoscoscosba 

92259162222                : روش دوم   b.ab.ab.ababa 

            12144812252925232222  bas)()b.a(baba       
kjiمساحت متوازي الاضلاعي كه با دو بردار ) 61  و kji ؟                                                                استكدام  ،  ساخته مي شود

1 ( 2    2 ( 22    3 ( 4      4 ( 24                                                                                       
  
  
  

kjiaبردار ) مثال 42 مساحت متوازي الاضلاعي .   به صورت تركيبي از بردارهاي واحد محورهاي مختصات داده شده است
ka و aكه بر روي دو بردار  ؟   ساخته شود كدام است                           

) خارج از كشور86كنكور سراسري رياضي     (105 ) 4    102 ) 3    96 ) 2    84 ) 1
                  :                 روش اول  .  صحيح است4گزينه : جواب 

                                          ),,(),,(),,(a)ka(),,(),,(),,(ka 584421012012100421  
                                                                                  105256416  a)ka(s 

10552190012100421  :روش دوم   sinkaa)ka(as),,(),,(),,(ka         
),,(اگر بردارهاي ) 62 ),,( و 246 ؟                                     الاضلاع كدام است قطرهاي يك متوازي الاضلاع باشند مساحت متوازي 242

1 ( 58    2 ( 54    3 ( 52    4 ( 5                                                                                  
  
  
  

kjmiaاگر بردارهاي ) مثال 2 و j)m(ib 12 ؟                                مساحت آن چقدر است ،  قطرهاي يك لوزي باشند
1 ( 34    2 ( 32    3 ( 23    4 ( 26                                                                                    

b),,(.        صحيح است2گزينه : جواب  022 و ),,(ammmb.aba 21110120  

321616162:                                                                    روش اول 
1

2
1444  bas),,(ba 

32482 آنمساحت هرلوزي برابراست بانصف حاصل ضربدوقطر:روش دوم
1444112

1
2
1

 bas       
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a),,(اگر بردارهاي ) مثال 221 و ),,(b 112 به ترتيب يك ضلع و يك قطر متوازي الاضلاعي باشند مساحت متوازي الاضلاع 
                                  ؟   كدام است

1 ( 5    2 ( 52    3 ( 25    4 ( 2                                                        
2525250550112221.                صحيح است3گزينه : جواب   bas),,(),,(),,(ba      

A),,(وازي الاضلاعي كه نقاط مساحت مت )63 101 و ),,(B C),,( و012 210 ؟  سه رأس متوالي آن باشند كدام است                                 
1 ( 8    2 ( 2      3 ( 22    4 ( 9                                                                                        
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

اگر زاويه .   واحد مربع است12 واحد مفروض اند مساحت مثلث توليد شده توسط اين دو بردار 8 و 5 به طول هاي bوaدو بردار )مثال
                                              ؟ اندازه تفاضل دو برداركدام است ، متر از قائمه باشدبين دو بردار ك

)  81كنكور سراسري رياضي                                  (5/7 ) 4      5/6 ) 3      6 ) 2    5 ) 1
                      .             صحيح است1گزينه : جواب 

                      5
3

20
1212852

1
2
1

2
1

sinsinsinbabas 8 وb 5 وa 

           5255
485264252222

5
4

 bacosbababacos       

baبردار  درجه مي سازند مساحت مثلثي كه بر روي دو 30  واحد با يكديگر زاويه 4  و 3 به طول هاي  b و aدو بردار ) 64 2 و 
ba 23 ؟                                                                                                                                                                     توليد شود كدام است

             )84كنكور سراسري رياضي                                   (48)  4      42  )3      36) 2    24) 1
  
  

ba2                                          . بدست مي آيد زير دستور ضلع مجاورش مي باشند از  دوb وa مساحت مثلثي كه:يجه تن
1 

sinbaba               مي باشند يك قطر آنbو يك ضلعaمساحت متوازي الاضلاعي است كه:نتيجه  

                          . ي زير به دست مي آيد  باشند آنگاه مساحت اين مثلث از رابطهABC سه رأس مثلث C و A ، B اگر نقاط :نكته

                                       

















 BCACACABBCABABCs 2
1

2
1

2
1

 

  .  باشند آنگاه مساحت اين مثلث از رابطه هاي زير به دست مي آيدABC سه رأس مثلث C و A ، B اگر نقاط :نكته

                                                                                                                             
CyAyByAy
CxAxBxAx

ABCs



 2
1  

 سه رأس متوالي يك متوازي الاضلاع باشند آنگاه مساحت اين متوازي الاضلاع از رابطه هاي زير به C و A ، B اگر نقاط :نكته 

                                                                                          . دست مي آيد
CyAyByAy
CxAxBxAx

sالاضلاعمتوازي
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3اگر ) مثال

a 2 و


b 5 و

180 

ba  مساحت مثلثي كه روي دو بردارa و b؟                           ساخته مي شود چقدر است

1 ( 5
24    2 ( 5

18      3 ( 5
12      4 ( 5

 )86كنكور آزاد رياضي عصر (                                36

5:              روش اول : جواب 
12

2
1

5
24

25
576

25
324362222  basba)b.a(baba  

5               .  درست است3گزينه : روش دوم 
12

5
4232

1
2
1

5
4

 sinbassin 5 و
3

23
5
18




cos     

A),,(مساحت مثلث با سه رأس ) 65 321  ، ),,(B C),,( و 102 123؟                                                                                         كدام است
  ) 89كنكور سراسري رياضي    (               65 ) 4    54 ) 3    42 ) 2    35 ) 1
  
  
  

A),,( اگر ABC در مثلث )مثال 021 و ),,(B 111 و ),,(C 102 و .   باشدOي دلخواه درون مثلث باشد آنگاه   نقطه

حاصل 

















OCOBOCOAOBOA؟ دام است ك                     

1 ( 70    2 ( 352    3 ( 2
35    4 ( 35                                                                               

AC),,(ACAB),,(                                   .     صحيح است4گزينه : جواب  513121 








AB),,( و   112 


 

          ABCsOBCsOACsOABsOCOBOCOAOBOA 

















2222 

                        352519 





 ACAB       

حاصل عبارت  ،  در نظر بگيريمs را ABC را يك بردار و مساحت مثلث ABC اگر هر يك از اضلاع مثلث )مثال

)BCAB()ACAB(











؟                                                                                                                                كدام استs بر حسب 

1(  s    2(  s2      3(  s4      4(  s8                                                                                           
                                     : روش اول  .  صحيح است2 گزينه :جواب 

                                              ssACAMACAM)BCAB()ACAB( 22
142

142 























             

)sACABACACACABAC)ACAB()BCAB()ACAB: روش دوم  2






































        

A

O 
B C 

A 

C M B 
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a),,(برداري عمود بر دو بردار ) 5تمرين 231 


b),,( و  512 


  )كتاب جديد84ص(            .                              پيدا كنيد
  
  
  
   

سه بردار )6تمرين

b  و


aو 


c  مثال بزنيد كه براي آنها











caba ولي  





cb  . آيا امكان حذف در ضرب خارجي

  )كتاب جديد84ص(               .                                                                                باره در كلاس بحث كنيد؟ در اين بردارها برقرار است
  
  
   

بردارهاي )7تمرين

a و 


b 3 مفروض اند به طوري كه


a26 و


b72 و





ba  . مقدار


b.aرا محاسبه كنيد  . 

  )كتاب جديد84ص(                                         
  
  
   

A),,(مساحت مثلثي كه رئوس آن با نقاط ) 8تمرين 753 و ),,(B 055 و ),,(C 404ه شده است را بيابيد داد                        .
  )كتاب جديد84ص(                             

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
   

  
  

 اين صورت باشند در افض در   سه بردارcو  bو  a فرض كنيد: )ضرب سه گانه عددي ( عدديضرب مختلط
)cb.(a سه بردارعددي ) سه گانه(ضرب مختلط    را a  وb  وcمي نامند   .  

                                  :نكته 
321
321
321

321
ccc

bbb

aaa

)cb.(a)c,c,c(c  و )b,b,b(b a,a,a(a( و 321 321  

ba.(c)ac.(b)cb.(a(                        ن صورتيا باشند در فضا در   سه بردارcو  b وa اگر:نكته    
cb(a(برداري عبارت ) سه گانه(ضاعف ممنظور از ضرب  : )يبردارضرب سه گانه  (ضاعف برداريضرب م  است 

)cb(و ) بردار بيرون پرانتز (aي شامل دو بردار  كه حاصل آن يك بردار است عمود بر صفحه                                                            
  . مي باشد) بردارهاي درون پرانتز (c و bي شامل دو بردار  و همچنين موازي صفحه

c)b.a(b)c.a()cb(a :  ديثابت كن ،  بردارهاي دلخواه باشندc وb وaديفرض كن:  نكته    ) بردارهاي داخل پرانتز
                            )  . مي نويسيم و ضريب هر كدام را ضرب داخلي دو بردار ديگر قرار مي دهيم c وbرا به صورت تفاضل اين دو بردار 

)a)cbبراي نوشتن حاصل:توجه كافيست ابتدا بردار را به صورت )cb(a قرينه نموده سپس از دستور بالا استفاده كنيم  . 

a 
b 

c 

b 

a )cb(a  
cb 

c 
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)ac()cb).((ba(( سه بردار غير صفر باشند خلاصه شده c و b و aاگر ) مثال 2؟                                           ت كدام اس
1 ( )cb.(a   2 ( )cb.(a 2    3 ( )cb.(a 3  4 (                                  صفر) 90كنكور سراسري رياضي (

ia سه بردار دلخواه و غير صفر مي باشند پس براي سادگي كار c و b و aچون : روش اول .   صحيح است3گزينه : جواب   و 
jb  و kc داريم .   در نظر مي گيريم :                    

                       30121110121011100122  ),,).(,,()),,(),,).((,,())ac()cb).((ba(             
3333                         از طرفي   i.i)kj.(i)cb.(a 

)acabcb()ba()acccabcb).(ba(:                                 روش دوم   022  
                 )ac.(b)ab.(b)cb.(b)ac.(a)ab.(a)cb.(a  222 
                               )cb.(a)cb.(a)cb.(a  32 

  . )      سه بردار غير صفر متمايز باشند برقرار استc و b و a در حالتي كه اين تست فقط:توجه (
a.b(c)c.b(av(و  بردار  bن بردار   مخالف صفر باشند زاويه بيc وbو  a سه برداراگر ) مثال ؟                                     چقدر است

)             73كنكور آزاد رياضي (صفر درجه                               ) 4     درجه30 ) 3     درجه90 ) 2   درجه60 ) 1
                    :  روش اول .  صحيح است2گزينه : جواب 

                       900  ˆvb)a.b)(c.b()c.b)(a.b()a.b.(c)c.b(a.bv.b  
ca(,b)ca(b)a.b(c)c.b(av(                :                                                                               روش دوم          

)c.b(b)c.a(aكدام گزينه در مورد بردار ) مثال  ؟  استصحيح                                   
baموازي  ) 1    2 (  عمود برc    3 (  عمود برb    4 ( زي مواa                                     

)ab(ca)c.b(b)c.a(                                          .  صحيح است2گزينه : جواب     
jiaاگر ) مثال 2 و kjb 23  و kjic 24 تصوير بردار .   باشندc)ba(  روي محور x؟      كدام است ، ها

 )92كنكور سراسري و آزاد رياضي (                           4 ) 4      3 ) 3      2 ) 2    1 ) 1

:                                  روش اول .   صحيح است1گزينه : جواب 
4
4
1

2
1
4

3
2
4

3
2
4

2
3
0

0
2
1










 c)ba(ba 

:  با استفاده از ويژگي هاي ضرب برداري و ضرب مختلط برداري مي توان نوشت : وم روش د
),,()),,)((),,)((()b)a.c(a)b.c(()ba(cc)ba( 441230024021430     

jiaاگر ) مثال 2 و kjb 23  و kjic 24 تصوير بردار .   باشندc)ba(  روي محور x؟      كدام است ، ها
 )92كنكور سراسري و آزاد رياضي (                           4 ) 4      3 ) 3      2 ) 2    1 ) 1

:                                  روش اول .   صحيح است1گزينه : جواب 
4
4
1

2
1
4

3
2
4

3
2
4

2
3
0

0
2
1










 c)ba(ba 

:  ب مختلط برداري مي توان نوشت با استفاده از ويژگي هاي ضرب برداري و ضر: روش دوم 
),,()),,)((),,)((()b)a.c(a)b.c(()ba(cc)ba( 441230024021430     

cb(a(حاصل  ،  درجه باشد60به دوي آن ها وزاويه هاي بين دو3و2و2 ترتيببهcوbوa بردارهايهاندازاگر)مثال ؟   كدام است
1 ( 64    2 ( 26    3 ( 6      4 ( 33                                

c)cosba(b)cosca(c)b.a(b)c.a()cb(a                          .  صحيح است3گزينه : جواب  6060  
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                              cbcb 232
1222

132  

           623362
13212363660122429223  cbcoscbcbcb        

  
؟                         استمتفاوتمقدار كدام گزينه با سايرين  ،  سه بردار غير صفر و غير واقع در يك صفحه باشندc  و b و aاگر ) مثال

1 ()bc.(a   2  ()cb.(a     3  ()ca.(b     4 (b).ca( )                     84كنكور سراسري رياضي             (
)ca.(b)bc.(a)ca.(bb).ca(                                       .  صحيح است2گزينه : جواب     

  
  
  
  
  
  
  
  

a),,(آيا بردارهاي : مثال  132 


b),,( و  311 


c),,( و  191 


             )كتاب جديد84ص(          ؟              در يك صفحه اند

cb.(a(براي اين منظور كافي است : حل 





اگر مقدار آن صفر باشد يعني حجم متوازي السطوح توليد شده .   را به دست آوريم
.                                                                صفر است و اين يعني سه بردار در يك صفحه اند در غير اين صورت سه بردار در يك صفحه نيستند

.    سه بردار در يك صفحه هستند               











0104232101416 )cb.(a),,(cb             
0رابطهcوbوaبين سه بردار)66 )ac()cb()ba(؟     وضعيت اين سه بردار نسبت به هم چگونه است.  برقرار است         

        دو به دو عمود بر هم  ) 4  هواقع در يك صفح ) 3    منطبق بر هم ) 2  موازي هم ) 1
  )97كنكور سراسري و آزاد رياضي خارج از كشور            (                  

  
  
  

a),,(اگر) 67 021  و ),,(b m(c,,(و101 )o)ac()cb()baي   رابطهmمفروض باشند به ازاي كدام مقدار 11  
                                                                                                        ؟      برقرار است

1 ( 1    2 ( 1-      3 ( 5/0      4 ( 5/0-                                          
  
  
  

ba(c)ac(b)cb(a(o:     دارهايي دلخواه باشند آنگاه برc وb و aاگر ) اتحاد ژاكوبي(:نكته  

0درفضاهم صفحه انداگروتنهااگرcوbوaبردارهاي:نكته )cb.(a)  و يا هر جايگشتي از ضرب سه گانه عدديa  وb  وc(  

0 .كه حجم متوازي السطوح حاصل ازآنهابرابرصفرباشد ست اآن:شرط آنكه سه برداردريك صفحه باشند
321
321
321


ccc

bbb

aaa

  

اشند آنگاه ضرب سه گانه عددي اين سه نه جمله متوالي يك تصاعد حسابي بفضا    درcو  bو  aبردارهاي اگر مؤلفه هاي :نكته 
  .  بايد توجه داشت عكس اين مطلب در حالت كلي برقرار نيست. يردار صفر و درنتيجه اين سه بردار هم صفحه اند

0 :آنگاه   موازي باشدc ياb بردار دو يكي از  باa بردار  اگر:نكته  )cb.(a بردارهاي يعنيa  وb  وcهم صفحه اند   .  
)o)ac()cb()baخاصيت كه بردارهايي باشند با اين  c و b و a اگر سه بردار :نكته   آنگاه بردارهاي a و 

bو cدر يك صفحه قرار مي گيرند. 
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cacbba رابطه c و b و aاگر بين سه بردار غير صفر ) مثال آنگاه اين سه بردار نسبت به هم چه  ،  برقرار باشد
                                       ؟ وضعيتي دارند

                            . دو به دو بر هم عمودند ) 4  . در يك صفحه اند ) 3    . هم اندازه اند ) 2    . برابرند ) 1
. سه بردار در يك صفحه اند.           صحيح است3گزينه : جواب  0)cb.(a)ca.(a)cb.(a)ba.(a      
cacbbaي   رابطهmبه ازاي كدام مقدار )مثال بين سه بردار )m,m,(a 2 و ),,(b c),,( و 101 ؟   برقرار است110

1(   4    2 ( 3      3 ( 2      4( 1                                                                                          
. سه بردار در يك صفحه اند.           صحيح است4گزينه : جواب  0)cb.(a)ca.(a)cb.(a)ba.(a  

                          102111  mmm)cb.(a),,(cb    

 )مثال

1v ،


2vو 


3v سه بردار و ov).vv( 





؟                                         كدام گزينه در مورد اين سه بردار صحيح است321

1 ( 

1v بر 


2v و 


2v بر 


3v2  .  عمود است ( 





21 vv موازي


3vاست  .                  

3 ( 

1v ،


2vو 


3v4  .  در يك صفحه اند ( 


1vبر  ،


2vو 


3v71كنكور سراسري رياضي .                                (  عمود است (

.         صحيح است3گزينه : جواب 

3vبر صفحه شامل 


1v ،


2vعمود است   .














321321 vvvov).vv( 

پس 

1v ،


2vو 


3vدر يك صفحه اند                                                                                                                           .                 

  
daآنگاه سه بردار  ، چهار بردار دلخواه باشند d وc و bو  aاگر ) مثال  ، db  وdc ؟                       گونه اند نسبت به هم چ

                                        . موازي هم اند ) 2      . موازي يك صفحه اند ) 1
) خارج از كشور85كنكور سراسري رياضي.                ( مجموع آنها برابر صفر است ) 4      . دو به دو عمود بر هم اند ) 3

daسه بردار  :  روش اول.  صحيح است1گزينه : جواب   ، db  وdc  همگي عمود بر بردار d  هستند و در نتيجه در صفحه اي
.                                                                                                            دقرار مي گيرن) است dصفحه اي كه بردار نرمالش ( dعمود بر 

0:     روش دوم  d).da)(c).db()d)c).db(c)d).db).((da()dc()db).(da(    
)ic()ib).((ia((ساده شده عبارت ) مثال ؟     كدام است                        

1 ( )cb.(a   2(  )ca.(b     3 ( )cb(a   4 (   صفر                               
)ia(با توجه به تمرين كتاب چون بردارهاي .   صحيح است4گزينه : جواب   و )ib(  و )ic(  در يك صفحه واقع اند پس  :

                         0 ))ic()ib).((ia(    
),,( سه بردار)68 101 ، ),,( )m,,( و 120                                                                       ؟                  كدام استm ، يك صفحه اند در 20

1 ( 2    2 ( 2-      3 ( 1-      4 ( 1                                                                                          
  
  

m,,(a(، بردار  mبه ازاي كدام مقدار ) 69 103ردارهاي  برابر مجموع دو بردار هم راستا با ب),,( ),,( و 213 241 ؟       است
  ) خارج از كشور96كنكور سراسري رياضي               (11 ) 4      9 ) 3      -8 ) 2    -10 ) 1
  
  
  

spaآنگاه  بردارهايبردارهاي دلخواه باشند،sوrوqوpاگر:نكته وsqb  و src  دارند در يك صفحه قرار . 
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a),,( وجود دارد كه بر هر سه بردار 2چند بردار به طول ) مثال 112  ، ),,(b 221 و ),,(c 530 ؟                                عمود باشد
  )88كنكور آزاد رياضي صبح                           (بيشمار ) 4      1 ) 3      2 ) 2    صفر ) 1

. پس سه بردار فوق در يك صفحه اند.   صحيح است2گزينه : جواب  0358354 )cb.(a),,,(cb 
  .                                                                                                   عمود باشدc و a ، b وجود دارد كه بر هر سه بردار 2ل پس دو بردار به طو

  
  

A),,(ي   چهار نقطهmبه ازاي چه مقدار ) مثال 201 ، )m,,(B 23 ، ),,(C 111 و ),,(D ؟                         در يك صفحه قرار دارند312
1 ( 4    2 ( 4-      3 ( 3-      4 ( 3                                                                                      

.                                                                   درست است1 گزينه :جواب 
3
1
2








ADAC  و 

1
1
1

AD  و
1
1
2




AC  و

2
2
2





m

AB 

                          4063240 





mm)ADAC(.AB       
  
  

a),,(حجم متوازي السطوحي رابه دست آوريد كه توسط بردارهاي :مثال 011


b),,( و  101


c),,( و  110


.               توليد مي شود

2011111011111           :      جواب  











),,).(,,()cb.(aV),,(cb) كتاب جديد83ص (  

kjiaسه بردار  حجم متوازي السطوحي كه با) مثال  ، kjib  و kjic  ؟   ساخته مي شود كدام است 
1 ( 2    2 ( 4      3 ( 6      4 ( 8                                                                                              

4220220111                                                                  .  درست است2 گزينه:جواب   ),,).(,,()cb.(a     
bacاگر ) مثال  52 وcحجم متوازي السطوح ساخته شده روي بردارهاي  ،  باشدa ، b  وc؟              كدام است                           

1(   20    2 ( 15      3 ( 10      4 ( 3
10                                                                                    

202522                   .                                                           صحيح است1گزينه : جواب   )(cc.c)ba.(cv      
a),,(اگر)70 132 و),,(b 421 حجم متوازي السطوحي كه برروي سه بردار. باشندaوbوba؟              ، كدام است  ساخته شود

  ) 97و آزاد رياضي كنكور سراسري                       (250 ) 4      245 ) 3      230 ) 2    225 ) 1
  
  
  
  

),a,(اگر سه بردار به تصاوير ) مثال )b,,( و 12 ),,c( و 42 ؟                                حجم آن كدام است ،  يال هاي يك مكعب مستطيل باشند12
) خارج از كشور90 سراسري رياضيكنكور          (  45 ) 4      42 ) 3      36 ) 2    32 ) 1

a,(v,(.                                                                                          صحيح است3گزينه : جواب  b(v,,( و 121 c,,(v( و 422 123 
            ) يال هاي مكعب مستطيل. (  هم عمود باشندبايد اين سه بردار دو به دو بر: اولاً 

0 در يك صفحه واقع اند اگرو تنها اگر  D و A ، B ، Cي دلخواه  چهار نقطه: نكته 





)ADAC.(AB A 
B 

C 
D 

است  يال مجاورآن هستند برابر   سهcو  bو  aحجم متوازي السطوحي كه: )عدديهندسي ضرب مختلطتعبير(نكته
cb.(a(: با  و يا هر جايگشتي از ضرب سه گانه عددي aوbوc 
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          .  قدرمطلق حاصل ضرب مختلط سه بردار است) متوازي السطوح(حجم مكعب مستطيل : ثانياً 
                                  4232712321  )vv.(vv      
 و 2 به ترتيب با طول هاي zox و yoz و xoyط سه بردار واقع بر نيمسازهاي سه صفحه حجم متوازي السطوحي كه توس) 71
                              ؟   كعب استچند واحد م ،  با مؤلفه هاي غير منفي ساخته مي شود23 و 22
  ) خارج از كشور84كنكور سراسري رياضي      (212 ) 4    28 ) 3      16 ) 2    12 ) 1
  
  
  
  
  
  

jiaبر روي سه بردار )مثال  kjb و 2 3 و kic  اگر قاعده اين متوازي .   يك متوازي السطوح ساخته شده است4
                                    ؟    ارتفاع متوازي السطوح كدام است ،  تشكيل دهندb و aالسطوح را بردارهاي 

) خارج از كشور89كنكور سراسري رياضي             (  2 ) 4      3 ) 3      5/1 ) 2    1 ) 1

74369                  مساحت قاعده        .  صحيح است4گزينه : جواب 
2
6
3

3
1
0

0
1
2




 basba 

2714         ارتفاع متوازي السطوح        hh 14212 حجم متوازي السطوح  )ba.(cv    
  

OA),,(روي سه بردار ) مثال 123 


OB),,( و  102


OC),,( و  122 


حجم هرم .   يك متوازي السطوح ساخته شده است
                                               ؟ هم حجم با اين متوازي السطوح كدام است

1 ( 10    2 ( 2
5      3 ( 5      4 ( 3

10                                                                             

10406.                        صحيح است1گزينه : جواب 
4
0
2

1
2
2

1
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)OCOB.(OAvOCOB       

OA),,(با سه بردار هم آغاز ) مثال 101


OB),,( و  120


OC),,( و  022


يال   منشوري ساخته مي شود كه اين سه بردار سه
؟                                                                  ارتفاع منشور كدام است ،  باشدOABمثلث  ، اگر قاعده اين منشور.  همرس آن مي باشند

1 ( 1    2 ( 2      3 ( 3      4 ( 4                                                                                              

 حجم منشور نصف حجم متوازي السطوحي است كه با بردارهاي .  درست است2گزينه :جواب 


OA و 

OB و 


OCود ساخته مي ش    .

cb.(a(:  است با   مجاورآن هستند برابرقطرهاي سه وجه  c وb وaحجم متوازي السطوحي كه:  نكته 2
1

 a 
c 
b 
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OBOAsمساحت قاعده 
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 6024)OBOA.(OC حجم متوازي السطوح 

                                                                              22
33362

1
 hhhsVV       حجم منشور  

cba),,(اگر )  مثال 221  ،  آن گاه حاصل)ac.(b ؟                                                                                                    كدام است
1 ( 1    2 ( 3      3 ( 5      4 ( 9                                                                                        

94412                                                            .  صحيح است4گزينه : جواب   aa.a)cb.(a)ac.(b    
bacاگر )  مثال  52 وcحجم متوازي السطوح ساخته شده روي بردارهاي ،  باشد a ، b و c؟                                      كدام است

1 ( 20    2 ( 15      3 ( 10      4 ( 5                                                                                        

202522.                                                                            صحيح است1گزينه : جواب   )(cc.c)ba.(cv       
bacاگر ) 72  و حجم متوازي السطوح ساخته شده روي بردارهاي a ، b و c واحد حجم باشد49 برابر  ، ba ؟                كدام است

1 ( 49    2 ( 7      3 ( 14      4 ( 98                                                                                       
    

دو بردار) مثال


OAو  

OBردارب  و


OCاگر حجم متوازي السطوحي كه سه پاره .   برابر حاصل ضرب بروني آنها را در نظرمي گيريم

اندازه ،  سانتيمتر مكعب باشد81يال يك راس آن مي باشند   سهOC  وOB  وOAخط 


OC؟   كدام است                                

1 ( 6    2 ( 9      3 ( 12      4 ( 15                                                                          

9                                .  صحيح است2 گزينه :جواب 
2

81 














 OCOCOC.OC)OBOA.(OCv        

A),,(نقاط)مثال B),,(و101 C),,(و110 D),,(و011 ؟   كدام استBDوBC وBAال هايي هحجم متوازي السطوح ب. مفروضند120

1(  2
1    2 ( 1      3 ( 2      4 ( 4                                                                                        

                                                                                                                                                                         .  درست است2گزينه: جواب 

1001:                           روش اول 
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1                                                : روش دوم 
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m,,(a(سه بردار ) مثال 121  و ),,(b 012  و ),,(c 005 مفروض اند اگر حجم چهاروجهي ساخته شده روي اين سه 
                         ؟  كدام استm واحد سطح باشد حداقل مقدار 5بردار برابر 

1 ( 5-    2 ( 7-      3 ( 5      4 ( 7                                    
cb),,(),,(),,(                                   .   صحيح است1گزينه : جواب  500005012  

              7m 5615156 يا
156

1
 mm)m()cb.(av    

A),,(مختصات چهار راس هرمي ) مثال B),,( و 321 C),,( و 121 D),,( و 161 421؟   است حجم هرم چقدر است                

1 ( 3
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)    صبح87كنكور رياضي آزاد                       (           8

3 صحيح4گزينه : جواب 
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1  2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  
2  2  4  3  1  2  3  2  2  4  1  1  1  3  4  3  1  4  2  2  
21  22  23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  33  34  35  36  37  38  39  40  
4  2  2  4  1  1  1  3  3  3  3  2  3  1  1  4  1  3  4  3  
41  42  43  44  45  46  47  48  49  50  51  52  53  54  55  56  57  58  59  60  
2  2  3  1  3  3  4  4  3  4  2  3  3  1  4  4  4  3  3  3  
61  62  63  64  65  66  67  68  69  70  71  72  
2  2  3  1  4  3  3  1  1  2  1  2  

 موفق و سربلند باشيد

 . ي زير به دست مي آيد آنگاه حجم هرم از رابطه ، باشند) چهاروجهي(يال همرس يك هرم مثلث القاعده   سهc و a ، b اگر :نكته

                          )cb.(av  6
1  

ي زير به دست مي  آنگاه حجم هرم از رابطه ، باشند) چهاروجهي( چهار راس يك هرم مثلث القاعده D و A ، B ، C اگر نقاط :نكته 

ADAC.(ABv(                                      . آيد





 6
1  

p(A,,( محورهاي مختصات را در نقاط  هرگاه صفحه :نكته  q,(B,( و 00 r,,(C( و 00 ABCO قطع كند حجم هرم 00  از 

pqrvدستور  6
1

 و مساحت مثلث ABC 222222 از دستور
2
1

rprqqpABCS  ي مبدأ  و فاصله

2از دستور  ABCمختصات از صفحه مثلث 
1

2
1

2
1

2
1

rqpOH
 كه در آن . به دست مي آيد O و  مبدأ مختصاتH پاي 

 .رسم مي شودABCعمودي است كه از مبدأ بر صفحه مثلث

   . ي زير به دست مي آيد آنگاه حجم منشور از رابطه ، يال همرس يك منشور مثلث القاعده باشند  سهc و a ، b اگر :نكته

                             )cb.(av  2
1

 


