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مبحث می باشند نیازمندیم. در ی بو یک سری تعاریفی کو پیش نیازمفيٌم جدیدبرای بررسی ىرحد ومفاهیم آن: 

 تعریف این مفيٌم تعاریف مٌرد نیاز عبارتند از:

 

 (      بازی مثل  (عبارت است ازبازههرعدد حقیقی می تواند باشد.  )   زیک همسایگی با تعریف همسایگی:

 (عبارت است از تمام اعداد و ارقام نزدیک به عدد موردنظرهمسایگی  از دید هندسی .) (       بطوریکه 

 

همسایگی  برای   آن می گیریم وبه در نظر             بازه بازی چون تعریف همسایگی متقارن:

  لذا داریم: ،نشان می دهیم (  ,  )N نماد می نامیم و با   

        { |        |    |   } 

|   |فاصله برای مثال    است. 1به شعاع  2یک همسایگی به مرکز  ،  

 

نشان می دهیم           نماد بارا   به شعاع     همسایگی محذوف به مرکز  تعریف همسایگی محذوف:

 وداریم:

         { |        |    |   } 

|   |  مثلا  فاصله ی    می باشد. 4بدون داشتن خود  ،1و شعاع  4همسایگی باز به مرکز    

 

و به   حذوف به مرکز همسایگی متقارن مهایمان دریک   مقادیر یعنی  ،     نماد :    نمادمفهوم 

نیست   (خود نقطه ی     مفهوم نماد)منظورمان ؛استفاده می کنیم نماداین واقع اند. پس زمانی که از  شعاع 

 را در نظر داریم.   بلکه یک همسایگی متقارن محذوف 

 

هایی از رفتار حدی متغیر در همسایگی های مختلف:مفهوم

1)                       |    |    

2)    
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L-휀휀 휀 

                                   | |     

 

 دسی:فتار تابع در همسایگی های مختلف از لحاظ هنر

1)                  |      |    

                        |    |    

3)                              

4)                              
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 مفهوم های حدی:

     
    

                                   |    |     |      |    

     
    

                                 |      |     

     
    

                                   |      |     

4)                                           |   |                

5)                                           |   |              

6)                                                

7)                                                     

8)                                                 

9)                                                 |      |   

10)                                               |      |   

 صدق می کند؟              5 =کو در  بیشترین مقدار   1 :مثال 

 داریم: با استفاده از تعریف حد در شماره ی حل: 

 ε                              |    |      |      |    

بعد می باشد.     و       می بینیم که:  (             5 =یعنی) روی سوالتوجه به  با

 بالا داریم:در رابطه  ز جایگذاری این مقادیرا

 ε                               |   |      |        |    

|        |ازساده کردن رابطه  |    |داریم:،    ای که برای . اما در رابطه    

|   |                     ؛داشتیم: ؛تعریف حد نوشته بودیم        لذا     
 

 
یعنی ).  

■(بیشترین مقدار را تعریف می کنیم.

 



 تدوین : لیلا علیپور                                                                                                                حد و مسائل آن         

         که در     کمترین مقدار :2مثال
     

    
صدق می کند؟  1 = 

 داریم:  ،2حل:بنابه تعریف حد توابع در شماره ی

                         |      |     

 پس از جایگذاری مقادیر معادل خواهیم داشت:

                                   |
     

    
  |    

  |
     

    
  |      |

     

    
|      |

   

    
|     

عبارتی مثبت است و باضرب در عدد  به عددی همواره       می دانیم که همواره عبارت 

 حاصل قدرمطلق به صورت زیر خواهد بود و داریم:لذا  ؛منفی تبدیل می گردد

  

    
             

 

    
 

 

  
                 

  

 
            

  

 
      

 را به صورت زیر در نظر می گیریم:  لذا 

     {
  

 
       }  

  

 
 

  چون  )
  

را    عددی بزرگتر از صفر خواهد بود. پس  همواره عددی بسیارکوچک می باشد لذا حاصل 
  

 
در نظر می   

 ■.(گیریم

 

صدق می کند؟                      ر که د     کمترین مقدار : 3مثال

 داریم: 8حل: با کمک تعریف حد شماره 

                                 

 پس از جایگذاری مقادیر معادل خواهیم داشت:

                                     

 م:باید نامعادله ی زیر را حل کنیم. لذا داری  لذا برای پیدا کردن  
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لذا نامساوی آخر به صورت معادل       خواهیم داشت       با فرض کردن  

 برابر خواهد بود با:

              
 

 
    

 

 
     

 لذا :

        {
 

 
      }■ 

 

}     تابع  :4مثال
     

   
              

                
|   |   مقادیربرای اگربگیرید. را در نظر   داشته    

|      |:باشیم  
 

   
 را بیابید.  باشد، آنگاه حداکثر مقدار  

 داریم:      حل: برای

|
     

   
  |   

 

   
   |      |   

 

   
 |   |  

 

   
 

   پس  
 

   
 داریم:     می باشد و برای   

|        |   
 

   
   |    |   

 

   
 |   |  

 

    
 

    پس
 

    
 لذا در کل خواهیم داشت:   

     {     }  
 

    
     

  

  اگر  :5مثال
 

 
     

 

 
|آنگاه در نامساوی  ،باشد 

     

    
 

 

 
|  را بیابید؟    کمترین مقدار   

 
الف(  

 
                       

 
)ب(  

 
                      

 
)ج(  

 
)د(                       
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|  حل: از ساده کردن نامساوی 
     

    
 

 

 
|  به دست می آوریم:  

|
          

    
|       |

       

    
|       |

      

      
|    

 |
   

 
|        

  از نامساوی 
 

 
     

 

 
 جه می گیریم که:نتی   

 
 

 
     

 

 
        |   |  

 

 
         (   

 نتیجه می گیریم که:    ) و     از دو نامساوی  

  
 

 
  

 

       در :6مثال 
 

   
 کدام است؟   maxآنگاه    ،باشد f(x)<-51و         اگر   ؛     

  0/05)د(                    0/02)ج(                  0/005)ب(                 0/01)الف( 

 داریم: 5حل: بنابه تعریف حد در شماره 

   
 

   
        

 

   
             

 

  
              

 ■لذا گزینه ی )ج( درست می باشد. 

 

 قضایای حد:

 ده تعریف شده باشد.( شرط لازم برای وجود حد آن است که تابع در همسایگی عدد داده ش1

 ( حد تابع در صورت وجود منحصربفرد است.2

 می باشد.                 آنگاه ،باشد              ( اگر 3

 : آنگاه ،باشد              و              ( اگر4
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دو دنباله مانند  ،فاقد حد می باشدx=a در f(x) برای آنکه ثابت کنیم یک تابع مانند قضیه ی عدم وجود حد: 

           باشند و در ضمن               و           چنان می یابیم که  {  }و   {  }

 .     که در آن                  و                 

 

         ثابت کنید که  مثال:
 

   
 وجود ندارد.  

 را به صورت زیر می سازیم: {  }و   {  }دنباله های حل: 

     
 

   
 
 

         
 

   
 
 

       
   

    و     
   

     

 ولی:

                  و                                               

         لذا  
 

   
  ■وجود ندارد.  

      ثابت کنید که  مثال:
 

   
 *

 

   
 وجود ندارد.  +

 را به صورت زیر می سازیم: {  }و   {  }دنباله های حل: 

     
 

     
        و  

 

   
               

   
    و     

   
     

 ولی:

                  و                                                   

      لذا   
 

   
 *

 

   
 ■.وجود ندارد  +
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کراندار باشد آنگاه:   در همسایگی محذوف   g و تابع               هرگاه   قضیه:

   
    

           

 

به      تابع  آنکه دردر نظر بگیرید                   به صورت  را        تابع مثال:

}      صورت 
                

                     
                    چند نقطه حد دارد؟. این تابع درمی باشد 

یک نمونه از کران هایی که می توان برای این تابع نوشت عبارت است  مثالبرایکراندار است )     چون حل:

درواقع در یک نقطه به خصوص حد مشخصی نمی رسد)اما حد این تابع به عدد (            از: 

( پس درسه ریشه های چندجمله ایدرسه نقطه برابر صفراست)        چند جمله ای  .(ندارد

 نقطه دارای حد است. در واقع دراین نقاط داریم:

 عدد     حد تابع 

 دارد و مقدار این حد صفر می باشد. لذا تابع مورد بررسی تنها در این سه نقطه حد

 

باید تصور کنیم  ؛برای محاسبه ی مقدار حد از روی نمودار محاسبه ی حد توابع از روی نمودار رسم شده:

رانندگی می کنیم. نقاط انفصال توابع را نقاط بن بست جاده تصور  مثل جاده ای است که روی آن که نمودار

 خواهیم کرد.

 ه دست آورید.را ب                         مودار زیر مقداراز روی ن مثال:

 

 

2

2

2-
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حرکت    نمودار به سمت نقطه  یها رو  سمت راست محور از       برای پیدا کردن حل: 

نمودار  یها رو  محور  سمت چپاز       برای پیدا کردن  .می رسیم 0می کنیم و به مقدار 

سمت از چه)     برای پیدا کردن  .می رسیم 2حرکت می کنیم و به مقدار     به سمت نقطه 

 می رویم    به سمت نقطه رسم شده نمودار  یرو( و چه از سمت چپ این محورها   راست محور 

 ها  سمت چپ محوراز  ؛       حال برای یافتن آخرین مقدار یعنی  .می رسیم 4و به مقدار 

می رسیم. حال تمام مقادیریافته شده را جایگذاری  0و به عدد  روی نمودار حرکت می کنیم

 ل را می یابیم:کرده و حاص

                                          

 

[    ]       از روی نمودار زیر مقدار  مثال:         [    ]  را بیابید؟ [    ]        

 

 

 

 

 

 

 

 

 می باشد. لذا داریم: عین مراحل حل مثال قبلیاین مثال مراحل حل حل: 

   
    

[    ]     
    

[    ]     
    

[    ]  [  ]  [     ]  [  ] 

                                                                                      

لذا از برخی نیاز به محاسبات زیادی دارد. بوده و  ترکمی زمان بر  یری برای برخی توابعروش های حد گ

تعاریف و شرایط خاص استفاده می کنیم تا حد این توابع را راحت تر محاسبه کنیم. یکی از این روش ها و 

 تعاریف هم ارزی توابع خواهد بود.

1

-1



 تدوین : لیلا علیپور                                                                                                                حد و مسائل آن         

هم ارزاست هرگاه در دو شرط       درنقطه  g(x) تابع با f(x)تابع گوییم  تعریف هم ارزی حد دو تابع:

 زیر صدق کند: 

     
    

        
    

       

     
    

    

    
   

          نماد هم ارزی عبارت است از:

 

نوشت که یعنی  ؛هم ارزند x=0 در نقطه ی           و       گفت که دو تابع آیا می توان  مثال:

 ؟        داریم:  x=0نقطه ی در

و شرط نوشته شده در لذا برای بررسی خواص هم ارزی توابع باید د ؛ارزی توابع می باشد نماد،  نماد حل:

 داریم: ؛هیمدارزی توابع را مورد بررسی قرار هم 

     
   

        
   

       

     
   

    

 
   

         لذا داریم: 

 

هم       در این صورت تک تک عبارات زیر با  ،می باشد    وقتی  فهرست هم ارزی های مهم:

 :ارز می باشند

                                                                      

                                             

      مقدار    مثال:
         

  
 را محاسبه کنید. 

 حل: 

   
   

         

  
    

   

    

 
    

   

     

 
   (    

   

     

  
)       
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      مقدار    مثال:
                

  
 را محاسبه کنید. 

 در روابط مثلثاتی داریم:حل: 

                                                     

 لذا با کمک روابط نوشته شده حد مذکور به صورت زیر ساده خواهد شد:

   
   

                

  
    

   

              

  
  

                                           
     

 
       

     

 
      

    

 
   

                                    =        
     

 
         

     

 
        

    

 
    

                                            =3  2  1=6■ 

به خاطر بسپارید:      در نقطه  هم ارزی های زیر را

1)                     
 

 
                                                  

 

 
      

3)    
       

                                          
 

 
                                    

                                 
 

 
                           

به خاطر بسپارید:        هم ارزی های زیر را در نقطه ی 

                
 

 
                                  √      

 
      

    

 
                        

      (      )                                                                                          

حدود زیر را به دست آورید؟مثال:   
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بنابه روابط مثلثاتی داریم: حل:  

     
   

             

  
      

   

                 

  
  

                                                      
   

             

  
    

                                                      
   

         (
      

 
 )

                                                     
   

            

  
 

                                                          
        

  
                                                                             

                                                       
   

     

  
 

                                                    (   
   

    

 
)
 

           

     
   

        

  
        

   

         

  
    

   

 (
 
 
  )

   

 
 
  

  
   

 

 
            

        
        

  
 =        

                

  
 =        

        

  
       

        

 
  

                           =        

 

 
  

 
        

 

 
    

   

    

 
  =  
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 ؛( عددی زوج باشدnل )یعنی برای مواقعی که فرجه ی رادیکا هم ارزی های رادیکالی در نقاط بی نهایت:

 هم ارزی زیر را خواهیم داشت:

 
√              √ 

 
|  

 

  
|   √ 

 
(  

 

  
)          

داریم: ؛( عددی  فرد باشدnبرای مواقعی که فرجه ی رادیکال )یعنی و 

 
√              √ 

 
   

 

  
   

ردی دیگری که همواره به کار می بریم عبارت است از:هم ارزی مهم و کارب

                
    

   
 

مقدار حدود زیر را محاسبه کنید:مثال:   

       
   √    

   √     
                                            ,      

          

        
 

 حل: 

       
   √    

   √     
  =         

    

    
        

    

    
         

  

 
  5■     

      
          

        
        

    

   

    
        

  

 

    
  

  

  
                                     

  برخی توابع:کلیدی برای محاسبه برخی حالتهای حاصل از حد گیری  یانکته 

اوقات برای محاسبه در برخی ( 1
 
حدود به مواردی چون 

 
  

 
یا  

 
ه ی مواقع از قاعد رسیم. در اینمی   

 سعی خواهیم کرد که عامل  صفر یا بی نهایت کننده را از بین ببریم. ؛هر روش دیگرهوپیتال یا از

      مواقعی که حاصل حد به صورتدر (2
 
می باشد سعی می کنیم که آن را به صورت  

 
یا   

 

 
  

 یم. ( تبدیل کن1)آوریم و به حالت در
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سعی می کنیم از مخرج مشترک گیری یا در صورت  ؛اشدب    در مواقعی که حاصل حد به صورت ( 3

 وجود رادیکال با کمک اتحاد مزدوج رفع ابهام کنیم.

؛حال برای هر مورد مثال هایی حل می کنیم

مقادیر حدود زیر را محاسبه کنید: مثال:  

      
    

√      
                                            ,      

 

     
 

 

  
  

    
   

           
 

 
                                               

   
√  √    

 √ 
 

 

حل:   

      
    

√      
         

    

√            
       

    

√      
       

    

√     
 

 

√ 
  

   
   

 

     
 

 

  
     

   

                

       
     

   

(
 
 
  )         

       
                   

           
   

 
 
  

      
   
   

      

 
 

 

 
       

 

 
              

   
   

           
 

 
     

   

      

   
 
 

     
   

     
 
 

   
 
 

   
 
 

    
   

    
 

 
   

 

 
    

   
   

√  √    

 √ 
 

  

    
   

 √  √    

 √ 
 

  

√(  √   
)
  

 √ (  √   
)

 

 √   

√(  √   
)
  

 √ (  √   
)

 

 √   
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(  √   
)   

√(  √   
)
  

 √ (  √   
)

 

 √   

   

   
   

 
√  

√     √   
 √    

 √    √    

 √   
   

    
   

 
√  

 
√   √  

 

√ 
  

 
 
√  

 

 √  
 

√ 
 

 

   

 
 

     
 

 

 
  

برای محاسبه ی برخی حدود می توان از فرمول زیر استفاده نمود:نکته:   

   
   

   
 

    
       

  
  

 

       مقدار  مثال:
   

   
را بیابید.    

 مذکور ابتدا قدری تابع را ساده می کنیم:زنکته حل: برای استفاده ا

   
   

(
   

   
)
 

     
   

(  
 

   
)
 

    
   

    
 

   
 
(
   
 

)
 
  
        

                               
   

    
 

   
  

   
 

  
   
   

  
            

 

 آنگاه: ،باشد             و              هرگاه(صورت کلی تر نکته بالا)نکته: 

   
   

          
   

 
            

 

       مقدار  مثال:
         

         
 را بیابید.  

پایه  ،مجموع جملاتازمی کند آنگاه      درجمع توابع نمایی وقتی  ؛برای حل این مسئله ابتدا باید به این نکته توجه کنیم که)حل: 

 (.همه کوچکتر استپایه ی آن ازجمله ای را انتخاب می کنیم که       ای را انتخاب می کنیم که بزرگتر است و وقتی 

www.konkur.in
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      مقدار  مثال:

[*
 

  
+ *

 

  
+]

 

  

 را بیابید. 

بی نهایت  )جزء صحیح( به هرگاه داخل براکت ؛حل: جهت حل این مسئله دانستن این نکته الزامی است که

 . لذا داریم:می تواند بیرون بیاید(بدون هیچ کم و کاستیز داخل براکت )آنگاه ا ؛دمیل کن
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مثالها و تستهای بیشتر در جزوه حل تمرینات 

 آورده شده است.




