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 ه :ــمقدم

تومان به حسابتان واریز می شود و تا آخر شب فرصت دارید تا همه  86400تصور کنید بانکی دارید که در آن هر روز 
 ها را خرج کنید ، چون آخر وقت حساب خود به خود خالی می شود و در این صورت چه می خواهید کرد ؟پول

کدام از ما یک چنین بانکی داریم : بانک زمان ، هر روز صبح در بانک  البته سعی می کنید تا آخرین ریال را خرج کنید . هر
ثانیه اعتبار ریخته می شود و در آخر شب این اعتبار به پایان می رسد . هیچ برگشتی نیست و هیچ مقداری از این  86400شما 

زمان به خاطر هیچ کس منتظر نمی زمان به خود اضافه نمی شود هر چند گنج بزرگی است ، گنجتان را مفت از دست ندهید . 
 ماند ...

دیروز به تاریخ پیوست ، فردا معماست و امروز هدیه است .
 برگرفته از کتاب مکتوب

 
گویند.در واقع الات ریاضی میسالهاست که پس از برگزاری امتحانات نهایی، خیلی ها از معلوم بودن تیپ سؤ

بینی و حرکت صحیح تا توان با پیشه است. این بدان معناست که میهاست که انقلاب عظیمی در سؤالات رخ ندادمدت
ی مطلوب را در این درس در حدودی روال سؤالات را حدس زد و با در پیش گرفتن یک استراتژی درست، نتیجه

س آخرین باشد و بر اساترین زمان ممکن گرفت. این مجموعه یکی از بهترین منابع برای دوران امتحانات نهایی میکوتاه
باشد و بر اساس آخرین تغییرات کتاب درسی و روند سؤالات تغییرات کتاب درسی و روند سؤالات امتحانات نهایی می

 سال اخیر تألیف شده است. 3امتحانات نهایی 
های روان های این کتاب طبقه بندی بسیار دقیق سؤالات و خلاصه درسنامهترین و برجسته ترین ویژگییکی از مهم

ی گیر بوده است. در پایان از همهباشد و اغراق نیست اگر بگوییم این کار به اندازه تألیف کتاب  وقتابتکاری آن میو 
 کنم.عزیزانی که با حمایت خود مرا در نوشتن این کتاب یاری کردند قدردانی می

 
 به امید موفقیت و دیدار مجدد همه شما عزیزان        

 مهندس مجتبی لشینی
 

 به صورت رایگان می باشد و امیدوارم با این کار  خدمتی به دانش آموزان سرزمینم کرده باشم این کتاب  1396سال ر د
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 مطالعاتی این کتاب کاری از گروه تیم کنکور:برنامه 

 

 ( 10تا  3صفحه ) پیش نیاز ها و احتمال سادهمطالعه  اولجلسه 

 (13تا  3)صفحه  و مرور مباحث یان فصلفصل احتمال تا پاعه مطال دومجلسه 

 (16تا  13فصل تابع تا سر مثلثات )صفحه مطالعه  سومجلسه 

 (19تا  16فصل تابع مبحث مثلثات )صفحه مطالعه  چهارمجلسه 

 (26تا  19صفحه )فصل تابع تا پایان فصل مطالعه  پنجمجلسه 

 (29تا  27)صفحه   صفرم آخر رفع ابهام صفرتا  حد  فصلمطالعه  ششمجلسه 

 (31 تا 29صفحه ) فصل حد تا پایانمطالعه  هفتمجلسه 

 (33تا  31)صفحه  پیوستگی و تعریف مشتقمطالعه  هشتمجلسه 

 (35تا  33)صفحه   فرمول هافصل مشتق  مطالعه  نهمجلسه 

 (37تا  35)صفحه  تا پایان فصل ه مشتق و آهنگ تغییرات()دامن باقی و مطالعهفرمول های مشتق ر مرو همدجلسه 

 95و حل نمونه سوالات نهایی مرور  یازدهمجلسه 

 

 

  

 مجتبی لشینیمهندس 
 رستانهای بزرگ کشوردر آموزشگاه های بزرگ تهران و استاد پروازی شه ریاضیات کنکورمدرس 

 در سه سال اخیر کنکور سراسری 1000رتبه زیر  50از  بیشمدرس 

 ...انتشارات بیست  3ب آمپول ریاضی کتا کنکور از جمله دبیرستان و جلد کتاب برتر 4 ولفم

 لوح های فشرده موسسه پرشدرس م

 درصدی در کنکور سراسری 100برترین جزوات کنکوری با تطابق مولف 

 ویژه دانش آموزان سومی کلاس های رفع اشکالبرترین  کننده برگزار 

 1397ویژه کنکور کننده برترین کلاس های کنکور برگزار 

www.telegram.me/riaziT تلگرام جهت اطلاع از اخبار:کانال 
lashini.ir- www.m مهندس لشینی:سایت 
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 های تصادفی و احتمالفصل اول : پدیده
 

 ((4تا  1نمره می باشد ))سوال  4معمولاً بارم بندی این فصل در امتحانات نهایی 

ل مطالب آنالیز ترکیبی و اصول شمارش از دوم دبیرستان بسیار ضروری است که چند مورد این فص برای پیش نیاز ها :

 ایم:مهم را در زیر یادآوری کرده

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

دار می رویم و های شرطدر حل مسائل )بالاخص مسائل اعداد( برای استفاده از اصل ضرب ابتدا به سراغ خانه : نکته

ا پر می کنیم ، مثلًا اگر اعداد ساخته شده زوج باشند خانه یکسان شرط دار است و فقط سپس از سمت چپ خانه ها ر

 گیرند.خانه یکسان میان قرار می اعداد زوج در
 

با اعداد ساخته شده رقمی فرد  3اعداد  تعداد: 3مثال  , , , ...,0 1 2  را بیابید.به طوری که تعداد ارقام مجاز    9
رقمی فرد با اعداد  3اگر بخواهیم اعداد :  حل , , ,...,01 2 را بیابیم به طوری که تعداد ارقام مجاز باشد خانه یکان )به خاطر فرد بودن( و صدگان )صفر نباید در این  9

                                                    خانه باشد( شرط دار هستند .

 

 
 

 

نفر    5شوند و اگر بخواهیم از بین سؤالات مربوط به پست و مقام )منشی، مدیر و ....( معمولاً با اصل ضرب حل می: نکته

حالت( و نفر دوم معاون شود تعداد کل حالات انتخاب  5حالت( کارمند را انتخاب کنیم به طوری که نفر اول مدیر ) 4)

 5 4  خواهد بود. 20

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

!آنگاه فاکتوریل آن به صورت زیر تعریف می شود :  عددی طبیعی باشد nاگر فاکتوریل: ( )! ...      1 3 2 1n n n 

 را بیابید. 5!و4! حاصل :4مثال 

!     حل :  !          4 4 3 2 1 24 5 5 4 3 2 1 120 

 

5 10 9 
 یکان    دهگان    صدگان    

 بدون شرط ( 0جز )همه ارقام به

یکی از ارقام 

 , , , ,9 7 5 3 1
  

طریق قابل انجام باشد آنگاه  mدیگری به  وطریق  nپشت سر هم، یکی به  Bو  Aاصل ضرب : اگر دو عمل مستقل 

mاین دو عمل به  n  . طریق مختلف قابل انجام هستند 

 استفاده می کنیم .(( جمعو هرگاه از ))یا(( استفاده شود از  ضرب)) هرگاه بین اعمال از ))و(( استفاده شود از 

 ام است .کد Cبه  Aتعداد مسر های مختلف رفتن از : 1مثال       

 

 

 برویم. Cبه شهر  Bطریق از شهر  2طریق امکان دارد و سپس به  3برویم که این کار به  Bبه شهر  Aابتدا باید از شهر 

( ), ( )A C B C 

 3 2 6
  

   :به طوری که ( 1،2،3،4رقمی ساخته شده با اعداد ) 3اعداد تعداد : 2مثال         

الف( تکرار ارقام مجاز باشد :     
4 4 4

 حل      64

ب( تکرار ارقام مجاز نباشد :     
4 3 2

24 

 

A B C 

 یکان

 دهگان یکان

 صدگان دهگان

 صدگان
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!  نکته :  ! , (n! n ( )! ( ) ( )! ...)          0 1 1 1 1 2n n n n  

! ! ! ...     5 5 4 5 4 3 
 

  مختلف برابر است با :شی متمایز را در یک ردیف کنار هم قرار دهیم تعداد حالات  nهرگاه بخواهیم :  جایگشت

! ( ) ....      1 3 2 1n n n 
 صندلی در یک ردیف قرار بگیرند تعداد کل حالات قرارگیری را بیابید:  5نفر بر روی  5اگر بخواهیم : 5مثال 

 دارد. و .... و نفر آخر یک انتخاب« چون یک صندلی پر شده است» انتخاب دارد 4انتخاب دارد و نفر بعدی  5حل : نفر اول 

!     5 5 4 3 2 1 120 
rتایی ) nتایی از  rترکیب  n ) :  انتخابr  عضو از بینn  عضو به طوری که در انتخاب عضوها جابه جایی و ترتیب قرار

گیری شان حالت جدیدی ایجاد نکند را ترکیب می گویند و برابر است با :
!

!( )!

n n

r r n r

 
  

 
  

 

    نکته :
n n

k n k

   
   

   
,و  

n n
n

n

   
    

   
1

0
  

فرمول سریع محاسبه  نکته :
n

r

 
 
 

 :
( ) .... ( )

( ) .....

n n n n r

n r r

       
 

    

1 1
1 1

  

مقدار :6مثال 
 
 
 

5

3
 د.را بیابی 

حل : روش حل سریع : 
   

 
 

5 5 4 3
3 3


 

10
2 1

 روش حل عادی :  
!

!( !)

 
  

 

5 5
10

3 3 2
  

 

 انسانی و تیم ترکیب است . گروهایانتخاب  نکته :

 نفر را برای تیم فوتبال انتخاب کنیم . تعداد کل حالات انتخاب را بیابید: 3نفر شاگرد یک کلاس می خواهیم  10از بین : 7مثال 

 تیم هستند   و تعداد کل حالات برابر است با : نفر انتخاب شده در نهایت در یک 3: چون حل

 
! !

! ! !

    
   

   

10 10 10 9 8 7
120

3 7 3 7 3 2 1
 

 

پدیده یا آزمایش که نتیجه آن قبل از انجام آزمایش به طور قطع و یقین مشخص باشد ، پدیده یا  : )آزمایش( پدیده قطعی 

 قطع در آب فرو می رود . به طور مثال اگر سنگی را در حوض آب بیاندازیم به طور آزمایش قطعی گوییم .

تاسی را پرتاب به آزمایشی گفته می شود که نتیجه آن از قبل معلوم نیست . به طور مثال اگر  : )آزمایش( پدیده تصادفی

 نشان می دهد ولی به هر حال یکی از آنها خواهد بود . 6تا  1کنیم معلوم نیست پس از افتادن کدام یک از اعداد 

 Sای آن آزمایش می گویند و آن را با نماد مجموعه همه نتایج ممکن یک آزمایش تصادفی فضای نمونه به ای  :فضای نمونه

 نمایش می دهند.

 n(S)ای گسسته می نامیم و اعضای آن را با ای که تعداد اعضای آن قابل شمارش باشند ، فضای نمونهفضای نمونه  

 نمایش می دهیم .
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 ای مهم  :فضاهای نمونه

 پدیده تصادفی Sایفضای نمونه n(S)ای:اد اعضای فضای نمونهتعد

*( )n S   انداختن یک سکه S{ پشت ، رو} 2

**( )n S  6  , , , , ,S  1 2 3 4 5  انداختن یک تاس 6

***( )n S   2 2  تولد دو فرزند در یک خانواده S{()د،پ()پ،پ()د،د()پ،د} 4

( ) !n S  3 6  , ,bac,bca,cab,cbaS abc acb 
به  cو  bو  aکنار هم قرار گرفتن حروف 

 طور تصادفی

!
( )

! !
n S

 
   
 

4 4
6

2 2 2
  , , , , ,S ab ac ad bc bd cd 

 cو  bو  aحرف از بین حروف  2انتخاب 

 )بدون در نظر گرفتن ترتیب( dو 

( )   n S 2 2  S{)آ،آ()ق،آ()آ،ق()ق،ق(} 4
 2ای که در آن مهره از جعبه 2انتخاب تصادفی 

 مهره آبی یکسان وجود دارد 2مهره قرمز و 

( )   n S 4 3 12  , , , , , , , , , , ,S  12 21 14 41 16 61 24 42 26 62 46 64 
و  4و  6رقم از بین ارقام  2انتخاب تصادفی 

 و ساختن عدد دو رقمی 1و  2

  n2ت با :سبار پرتاب یک سکه( برابر ا nسکه با هم ) nانداختن  * تعداد اعضای فضای نمونه

  n6با : بار پرتاب یک تاس ( برابر است nتاس با هم ) n** تعداد اعضای فضای نمونه انداختن 

   n2فرزند برابر است با :  nای با ای خانواده*** تعداد اعضای فضای نمونه

نشان می دهند و تعداد عضوهای  Aای از فضای نمونه یک پیشامد می گویند و آن را با نماد به هر زیر مجموعه : پیشامد

 ]پیشامد حالت مطلوب و خواسته شده در مساله است [نمایش می دهند. n(A)پیشامد را با 

 

 ای دارای سه فرزند است .خانواده: 8مثال 

 ای را بنویسید و تعداد عضوهای آن را مشخص کنید.الف( فضای نمونه

 کنیم تا کلیه حالات را بنویسیم.ها حرکت میحل : به کمکم نمودار درختی از روی شاخه 
 کند که هیچ حالتی را فراموش نکنیم.توجه کنیدکه نوشتن نمودار درختی به ما کمک می 

   ( )n A
 

   
 

3
3

2
S)د،د،پ( )پ،د،پ( )د،پ،پ( )پ،پ،پ(  {  {  

 
 

 پسر داشته باشد را بنویسید و تعداد عضوهای آن را مشخص کنید . 2که فقط  Aب( پیشامد 

)                                                        حل :  )n A
 

   
 

3
3

2
A)پ،پ،د()پ،د،پ()د،پ،پ({ {  

 فرزند دختر باشد را بنویسید و تعداد عضوهای آن را مشخص کنید . 2که حداقل  Bج( پیشامد 

)       دختر  3 دختر یا 2دختر یعنی  2حل : حداقل  )n B  B)د،د،د()د،د،پ()،د،پ،د()پ،د،د({4 { 
 

 یک تاس و یک سکه را با هم پرتاب می کنیم :: 9مثال 

 ای این آزمایش تصادفی را بنویسید .الف( فضای نمونه

  }=S( 1()پ،1( )ر،2()پ،2( )ر،3()پ،3( )ر،4()پ،4( )ر،5()پ،5( )ر،6)پ،(6)ر، {ترتیب مهم نیست . ایمپرتاب کردهچون با هم حل : 
 بیاید را مشخص کنید. 5ب( پیشامد آنکه سکه ))رو(( یا تاس 

   }=A (1( )ر،2( )ر،3( )ر،4( )ر،5( )ر،6( )ر،5)پ، {                       ترتیب مهم نیست . ایمپرتاب کردهچون با هم حل : 
 

 
   

 پ

 د

 پ

 د

 پ

 د
 پ

 د

 پ

 د

 پ

 د
 پ

 د

 فرزند اول

 دومفرزند 
 سومفرزند 
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 پرتاب می کنیم . دو بارتاس را : 10مثال 

 ای این آزمایش تصادفی را بنویسید.الف( تعداد اعضای فضای نمونه

) حل : طبق جدول گفته شده در صفحه قبل :   )n S    26 6 6 36    
 باشد را مشخص کنید . 3که در آن عدد رو شده تاس اول  Aب( پیشامد 

باشد پس تکلیف آن معلوم است و تاس دوم چون سؤال شرطی در مورد آن نگذاشته است همه  3 حل : صورت سؤال گفته است تاس اول
 مرتب است. های این سؤالات نوشتن تمامی زوجبرای حل تواند باشد و بهترین روشمی 6تا1اعداد 

 ( , )( , )( , )( , )( , )( , )A  3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 

 ا مشخص کنید .باشد ر 7که در آن مجموع اعداد رو شده دو تاس  Bج( پیشامد 

            نویسیم .حل : تعداد کل حالات خواسته شده را می ( , )( , )( , )( , )( , )( , )B  1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4 3  

 

 :باشد آنگاه  Sای یک پیشامد از فضای نمونه Aای است . اگر فضای نمونه Sفرض کنید که  تعریف احتمال  :

  
( )

( )
(S)

  
n A

p A
n

 Aاحتمال رخ دادن  

 : را بیابیدتاس عدد زوج بیاید  یک احتمال اینکه در پرتاب: 11مثال 

)ای ابتدا تعداد حالات فضای نمونه حل : گام اول  ( ))n s  . را می نویسیم{ , , , , , } ( )S n s  1 2 3 4 5 6 6    

)الات شرط خواسته شده در مسأله )تعداد پیشامدهای مطلوبتعداد حگام دوم         ( ))n Aکنیم.( را محاسبه می 
)طبق فرمول احتمال گام سوم         )p A کنیم : را محاسبه می{ , , } ( )A n A  2 3 6 3  

 
( )

( )
( )

n A
p A

n S


 



3 1
6 2

  

)مقایسه اگر احتمال حتمی باشد    )p A  و اگر نشدنی باشد مقدار  1برابر با( )p A صفر است و همیشه داریم :        برابر با 

( )p A 0 1  
 یک پیشامد ..... است . 6بزرگتر از  ای پرتاب یک تاس پیشامد رو شدن عدددر فضای نمونه: 12مثال 

 حل :   غیر حتمی

 

یک عدد دو رقمی که ارقام آن: 13مثال  , ,0 1  بخش پذیر است ؟ 3وغیر تکراری باشند انتخاب می کنیم به کدام احتمال این عدد بر2

)ای ونهتعداد کل حالات فضای نم گام اول  حل :  ( ))n s  را بنویسیم )ارقام دو رقمی با{ , , }01  و غیر تکراری(  2

{ , , , } ( )s n s  12 2110 20 4  
)تعداد کل حالات مطلوب مسأله گام دوم          ( ))n A نویسیم :را می       :{ , } ( )A n A 12 21 2  

)طبق فرمول احتمال گام سوم         )p A کنیم : را محاسبه می         
( )

( )
( )

n A
p A

n s
  

2 1
4 2

  

 . به کدام احتمال هم رشته نمی باشند؟نفر به تصادف انتخاب می کنیم  2نفر رشته تجربی  9نفر رشته ریاضی و  8از بین : 14مثال 

)چون ترتیب مهم نیست پس به کمک ترکیب حل :    ), ( )n A n s و( )p A کنیم.را محاسبه می 

 

( )

( )
( )

( )( )

n S

n A
p A

n Sn A

  
     

   
             

   


17 17 16
17 8

2 2 1 8 9 9
8 9 8 17 178 9
1 1

 

 

 

 تعداد حالات مطلوب

 تعداد کل حالات ممکن

بینفر تجر 1 ینفر ریاض 1   
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 بیاید چقدر است؟ ر شیردقیقاً دوبابار پرتاب می کنیم ، احتمال این که  6ای را سکه: 15مثال 

ها معلوم بار شیر معلوم شود خود به خود جای خط 2بار دیگر خط است و اگر تعداد حالات انتخاب  4بار شیر و  2حل :  دقیقاً دوبار شیر یعنی 

)          شود و نیازی به نوشتن ندارد .می )n S  62  

( )
) (A)

( )

n A
p

n s
   6

15 15
2 64

p)بار شیر بیاید 2 دقیقاً 








  )
  

   
 

6 6 5
15

2 2 1
)بار شیر بیاید 2دقیقاً   ) (n A n  

 نفری انتخاب کنیم مطلوبست احتمال آن که : 3زن یک کمیته  3مرد و  5می خواهیم از بین : 16مثال 

 مرد باشند . هر سهب(   الف( حداکثر یک مرد انتخاب شود .

نفر از3ای انتخاب  نمونه حل: فضای 3 5  نفراست بنابراین :8

! ! !
( )

!( )! ! ! !
n S

    
       

    

8 8 8 8 7 6 5
8 7 56

3 3 8 3 3 5 3 2 1 5
 

 انتخاب نشود . ییا یک مرد انتخاب شود یا هیچ مردحداکثر یک مرد انتخاب شود یعنی الف( 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

n A
n A p A

n S

       
                   

       

5 3 5 3 16 2
5 3 1 1 16

1 2 0 3 8 7 7
 

 

 تمام افراد را از مردها انتخاب کنیم.     هر سه مرد باشند یعنی  ب(

                                                                     
( )

( ) ( )
(S)

n B
n B p B

n

   
           

   

5 3 10 5
10 1 10

3 0 8 7 28

            

 آن که : مهره به تصادف خارج می کنیم . مطلوبست محاسبه احتمال 3مهره آبی ،  4مهره قرمز و  5ای شامل از جعبه: 17مثال 

 ب( دو مهره آبی و یک مهره قرمز باشند.  الف( سه مهره همرنگ باشند .

ای انتخاب سه مهره از بین نمونه حل: فضای 4 5  است بنابراین :9

! !
( )

!( )! !
n S

    
      

    

9 9 9 8 7 6
3 4 7

3 3 9 3 3 2 1 6
 

 الف( هر سه مهره قرمز یا هر سه مهره آبی باشند .

( )
( ) ( )

(S)

n A
n A p A

n

   
           

    

5 4 14 1
10 4 14

3 3 3 4 7 6
 

 

           ب(
( )

( ) ( )
(S)

n B
n B p B

n

    
          

    

4 5 6 5 5
6 5

2 1 3 4 7 14
 

مهره به تصادف خارج می کنیم . احتمال  4مهره سبز وجود دارد ، از این کیسه  3مهره آبی و  4مهره سفید ،  5ای در کیسه: 18مثال 

 مهره آبی باشد چقدر است ؟ 2اینکه حداکثر 

 مهره آبی و یا هیچ مهره آبی انتخاب شود . 1مهره آبی یا  2مهره آبی یعنی یا  2حداکثر حل: 
مهره از  4فضای نمونه انتخاب   5 4 3  مهره می باشد . 12

( )

( )
( )

( )( )

n S

n A
p A

n Sn A

 
  
  

           
           
         


12

4 462
4 8 4 8 4 8 495
2 2 1 3 0 4

 

مرد 3 زن 0   

قرمز 3هر  آبی 3هر    

آبی 2 هبقی 2  آبی 1  هبقی 3  آبی 0  هبقی 4   

قرمز 1 آبی 2   

مرد 1 زن 2  زن 3  مرد 0   

یا و و
 س
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ثر یک دانش آموز سال دوم ، سه نفر را به تصادف انتخاب می کنیم . احتمال آن که حداک 6دانش آموز سال سوم و  4از بین : 19مثال 

 دانش آموز از سال سوم باشد چقدر است ؟

از سال سوم باشد یعنی یک دانش آموز از سال سوم و دو دانش آموز از سال دوم یا هیچ دانش آموز از سال سوم حل: حداکثر یک دانش آموز 
  باشند. و هر سه دانش آموز از سال دوم

                        
( ) ( )

( )
( )

n A
p A

n S

       
       

        
   

 
 
 

4 6 6 4

1 2 3 0 4 15 20 2
10 120 3
3

  

اند . احتمال آنکه برای شرکت در یک اردو انتخاب شده نفر به تصادف  6نش آموز سال دوم دا 5دانش آموز سال اول و  4از : 20مثال 

 نفر از سال دوم انتخاب شوند را محاسبه کنید . 4نفر از سال اول و  2

                                 حل:
( )

( )
( )

n A
p A

n S

   
   

      
 
 
 

4 5

2 4 6 5 5
9 84 14
6

 

 نفر را در نظر می گیریم ، چقدر احتمال دارد : 4: 21مثال 

 نفر در یک روز هفته متولد شده باشند ؟ 4الف( هر 

 یابیم.نویسیم و بعد طبق فرمول احتمال را میهای نفرات اول تا چهارم را میتعداد حالات انتخاب حل:

                       
( )

( )
( ) ( )

( )
(A)

n S
n A

p A
n S

n


     

     
    


4

3
4 3

7 7 7 7
7

7 1 1 1
7 1 1 1 7 7 7 343

7
  

 باشند . نشدهچ دو نفری در یک روز هفته متولد ب( هی

 حل:

                   
( )

( )
( )

( )( )

n S
n B

p B
n Sn B


  

   
    



4

4 3

7
7 6 5 4 120

7 6 5 4 7 7
  

)      (روش دوم :           الف ) ( )p A      37 1 1 1 1
7 7 7 7 7

     

)       (ب                           ) ( ) ( ) ( ) ( )p B      3

7 6 5 4 120
7 7 7 7 7

  

 نفره : 3ک تیم کوهنوردی چقدر احتمال دارد در ی: 22مثال 

                             الف ( همه در ماه تیر متولد شده باشند ؟           

: احتمال تولد نفر اول در تیر ماه حل 
1
12

و احتمال تولد نفر دوم  
1
12

و احتمال تولد نفر سوم  
1
12

 کنیم.است، پس در هم ضرب می 

( ) ( )p A     31 1 1 1
12 12 12 12

 

 ب ( هیچ دو نفری در یک ماه از سال متولد نشده باشند ؟     

 

            

منفر سو 1 نفر دوم 2  نفر دوم 3  منفر سو 0   

لنفر از ک 3  

 نفر چهارم نفر سوم نفر دوم نفر اول

 نفر اول نفر دوم نفر سوم نفر چهارم

 نفر چهارم نفر سوم نفر دوم نفر اول

نفر سال دوم 4 نفر سال اول 2  
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متولد شود پس احتمال آن  تواندماه سال می 12نفر اول در  حل :
12
12

توان متولد شود پس احتمال آن  ده میماه باقی مان 11است و نفر دوم در  

11
12

توان متولد شود پس احتمال آن ماه باقی مانده می 10است ونفر سوم در  
10
12

 است.  

 ( )p B    
12 11 10 110
12 12 12 144

 

. به تصادف دو کارت از بین آنها هم زمان بیرون می آوریم .  کارت یکسان نوشته شده است 9بر روی  1و  2و ... و  9اعداد : 23مثال 

 شود ؟ 11مطلوبست احتمال اینکه مجموع این دو کارت برابر 

حل:                                                    

 

( ) ( )
( )

( )
( , )( , )( , )( , ) ( )

n S n A
p A

n S
A n A

  
    

      
   

9 9 8
36 4 12 2 1

36 9
2 9 3 8 4 7 5 6 4

  

 
 
 
 

 

 درست یا نادرست بودن جمله زیر را مشخص کنید .: 24مثال 

 رخ ندهد .Aزمانی رخ می دهد که  Aباشد آنگاه Aمتمم پیشامد  Aاگر 

 حل: درست

نسبت احتمال رخ دادن یک پیشامد به احتمال رخ ندادن آن : 25مثال 
1
3

 است . مطلوبست احتمال اینکه پیشامد رخ دهد . 

حل:                             
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

p A p A
p A p A p A p A

p A p A
         

 

1 1 1
3 1 4 1

3 1 3 4
   

در پرتاب یک تاس اگر احتمال فرد بودن : 26مثال 
1
2

 باشد ، احتمال اینکه تاس زوج بیاید را محاسبه کنید . 

       توانند متمم یکدیگر باشند. می 2حالت زوج و فرد دارد و این  2که تاس دانیم می حل:
1
2

    p1(فرد بودن )p)زوج بودن( 

خیلی طولانی بود از  p(A)محاسبه  در تستی بود می توان از روش متمم استفاده کرد و وقتیحداقل یکی  اگر کلمه : نکته

 روش متمم استفاده می کنیم.

 اعمال روی پیشامدها و حالت های خاص مهم :

  

 

 

 

 
 

 

 

« یا»ها این است که در صورت سؤالدانند چه زمانی از فرمول فوق بایداستفاده کنند. باید به آنها بگوییم یکی از نشانهها نمیاکثر بچه

ها چنین ، یکی دیگر از نشانههم« چقدر احتمال دارد علی یا حسن در کنکور قبول شوند؟ »آید. مثلاً ل مختلف میبرای جدا کردن دو عم

 در صورت مسأله است.« حداقل یکی از دو »وجود عبارت 

 رخ نمی دهد.Aنشان می دهیم که در واقع پیشامدی است که اگر رخ دهد  Aرا با  Aمتمم پیشامد  :  Aمتمم پیشامد 

( ) ( ) (S) ( ) ( )A A S p A p A p p A p A        
1

1  
A

 
A  

)با هم رخ دهند را با  Bو  Aل اینکه دو پیشامد احتمادو پیشامد باشند :  Bو  Aاگر  )p A B دهیم و احتمال نشان می

 . B و A اینکه یکی از دو پیشامد

                                 ( ) ( ) ( ) ( )p A B p A p B p A B    

 
 رخ دهد  Bو  Aاز دو پیشامد احتمال اینکه حداقل یکی   رخ دهند Bو  Aاحتمال اینکه هردو پیشامد      

B  A  

( )p A B   
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)با توجه به شکل مقابل ، پیشامد : 27مثال  ) (B A)A B  .را هاشور بزنید 

 

) حل: )A B هایی که در یعنی بخشA  باشند و درB  نباشند و همچنینB A  یعنی بخش هایی که درB  باشند ولی درA .نباشند                              

 
 
 

)اگر : 28مثال  ) / ,p(B) / ,p(A ) /p A B   0 9 0 7 0 )آنگاه حاصل  3 )p A B ا بدست آورید .ر 

p(A)حل:                                                                                                                p(A ) / /    1 1 0 3 0 7 
p(A B) p(A) p(B) p(A B) / / / p(A B) p(A B) / / p(A B) /           0 9 0 7 0 7 1 4 0 9 0 5

ی را به تصادف از مجموعهعددی: 29مثال  , , , ...,1 2 3  3. مطلوبست احتمال اینکه عدد انتخاب شده زوج یا مضرب کنیماب میانتخ 9

 .باشد

حل:

 

 

 

 

, , ,..., ( )

, , , ( ) ( )

(A ) ( ) ( ) ( )
, , ( ) ( )

( ) ( )

S n S

A n A p A

p B p A p B p A B
B n B p B

A B n A B p A B

   
 
     
 
  

         
    

 
 
 

     
  

1 2 3 9 9

4
2 4 6 8 4

9
4 3 1 6 2

3
3 6 9 3 9 9 9 9 3

9

1
6 1

9

  

 
 
 
 
 

 
 

)اگر : 30مثال  ) ,p(A)p B  
3 1
4 3

B,و   A  دو پیشامد ناسازگار باشند ، حاصل( )p A B را بدست آورید.  

)حل:                                                                                                                      ) ( )    p B p B
3 1

1 1
4 4

 

( ) ( ) ( )     p A B p A p B
1 1 7
3 4 12

 A  وB ناسازگارند 

 
 

عه را نشان می دهد ، اگر شخص مجروحی به بیمارستان مراجعه کند با توجه با نمودار مقابل که گروه خونی افراد جام: 31مثال 

 باشد. ABیا  Bیا  Aمطلوبست احتمال اینکه گروه خونی او از نوع 

  حل : 
 ها را با هم جمع کنیم.احتمالات آنو اشتراکی ندارند های خونی ناسازگارند راه اول : با توجه به اینکه گروه

( ) ( ) ( ) ( )      p A B AB p A p B p AB
46 41 9 96
100 100 100 100

  

)                                        راه دوم : ) متمم ( ) ( )p A B AB p     
4 96

1 1
100 100

  

 
 

B   A   

S   

B   A   

S   

را ناسازگار می نامند . هرگاه اگر یکی رخ دهد دیگری نتواند رخ دهد و یا  Bو  Aدو پیشامد  دو پیشامد ناسازگار :

A B   یا( )p A B  )و پیشامد ناسازگارداریم و برای د 0 ) ( ) ( )p A B p A p B  :زیرا 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

p A B
p A B p A p B P A B

p A B p A p B


   

 

0
  

 

0  
 Bو  Aدو پیشامد 

 ناسازگارند

: %A 46   
: %O 4   
: %AB 9   

: %B 41   

بودن 3زوج و مضرب   

بودن 3مضرب    

 زوج بودن
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پیشامد وجود یک فرزند پسر در این  Bپیشامد هم جنس بودن دو فرزند اول و  Aای دارای سه فرزند است . اگر خانواده: 32مثال 

 خانواده باشد :

 ادفی را مشخص کنید .ای این آزمایش تصالف ( فضای نمونه

 را مشخص کنید . Bو  Aب( پیشامدهای 

 ناسازگارند ؟ چرا؟ Bو  Aج( آیا دو پیشامد 

   حل : 

 ایفضای نمونه S= } د،د،پ()پ،پ،د()د،پ،د()پ،د،د()د،د،د()پ،پ،پ()د،پ،پ()پ،د،پ(){                                      الف( 

 فرزند اول پسر یا دختر                                  دو  A= }(پ،د،د()د،د،د()د،پ،پ()پ،پ،پ){   فرزند    3ک پسر از ی B= }(پ،د،د()د،پ،د()د،د،پ){ب(  

Aسازگارند .  Bو  Aج(   B {)پ،د،د(}A B   
 
 
 
 
 

 

)توانیم هایی که نمیاحتی قابل تشخیص است و در بخشبه رند هایی که ناسازگارمعمولًا احتمال : نکته )P A B  را

توان به قبولی افراد در دانشگاه ، بهبود بیماری افراد ، تولد و وفات و پرتاب اند میمحاسبه کنیم کتاب درسی مطرح شده

 سکه و تاس اشاره کرد.

 نیم یک تاس و یک سکه را با هم پرتاب می ک: 33مثال 

 ای این آزمایش تصادفی را بنویسید.الف ( فضای نمونه

 که در آن تاس عدد فرد بیاید را مشخص کنید . Aب( پیشامد 

 بیاید را مشخص کنید . 5که در آن سکه ))رو(( و تاس عدد کوچکتر از  Bج( پیشامد 

 اند؟چرا؟مستقل Bو  Aد( آیا دو پیشامد 

   حل : 

 ( ) n S  )الف S(1( )ر،2( )ر،3( )ر،4( )ر،5( )ر،6()ر،1( )پ،2( )پ،3( )پ،4( )پ،5( )پ،6)پ، 12


( )

( )
( )

   
n A

p A
n S

6 1
12 2

 )ب A(1( )ر،3( )ر،5( )ر،1( )پ،3( )پ،5)پ، 


( )

( )
( )

   
n B

p B
n S

4 1
12 3

 )ج B(1( )ر،2( )ر،3( )ر،4)ر، 


(A )

(A )
( )

   
n B

p B
n S

2 1
12 6

A(1( )ر،3)ر، B د( 

A  وB .مستقل اند( ) ( ) ( )     p A p B p A B
1 1 1
2 3 6

 

 تاس را دوبار پرتاب می کنیم.: 34مثال 

 ای این آزمایش تصادفی را مشخص کنید .الف( تعداد اعضای فضای نمونه

 باشد را مشخص کنید . 3عدد رو شده تاس اول  ندر آکه  Aب( پیشامد 

 باشد را مشخص کنید . 7مجموع اعداد رو شده دو تاس  نکه در آ Bج( پیشامد 

  را با دلیل مشخص بنویسید. Bو  Aد( مستقل بودن یا نبودن دو پیشامد 

 

 

را مستقل می نامند هرگاه وقوع یکی در احتمال وقوع دیگری تاثیری نداشته  Bو  Aدو پیشامد پیشامد های مستقل :

 ی زیر به دست می آید :از رابطه Bو  Aباشد ، برای دو پیشامد مستقل احتمال وقوع 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) p(A) ( )

p A B p A p B

p A B p A p B p B

 


   
  

 

 Bو  Aدو پیشامد 

 مستقل
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   حل :  
( ) n S  )الف 36

 ( , )( , )( , )( , )( , )( , )A 3 1 3 2 3 3 3 4 3 5 3  )ب 6

 ( , )( , )( , )( , )( , )( , )B 1 6 6 1 2 5 5 2 3 4 4  )ج 3

 ( ) ( ) ( )  p A p B p A B
1 1 1
6 6 36

 )د 

)مستقل اند  Bو  Aپس  ) ( ) ( )    p A B p A p B
1 1 1
36 6 6

 : مفهوم مستقل بودن   

است . احتمال هر یک از پیشامد های زیر را بدست  %60و  %80و محمد در المپیاد زیست شناسی به ترتیب  یی علاحتمال قبول: 35مثال 

 د :آوری

 الف( هر دوی آنها در المپیاد قبول شوند . 

 ب( حداقل یکی از آنها در المپیاد قبول شود.

  حل :  
 شدن دیگری است بنابراین: الف : قبول شدن هر کدام ، مستقل از قبول

( ) ( ) ( ) / / /    p A B p A p B 0 6 0 8 0 48  
Aب : حداقل یکی از آنها در المپیاد قبول شود یعنی  B :بنابراین 

                                          

( ) ( ) ( ) ( ) / / / /      p A B p A p B p A B 0 6 0 8 0 48 0 92  

 
 
 

 مداد یا خودکار

فضا نوردان به فضا را آغاز کرد ، با مشکل کوچکی روبرو شد . آنها دریافتند که خودکارهای موجود در فضای بدون  هنگامی که ناسا برنامه فرستادن

 . ندجاذبه کار نمی کن

 جوهر خودکار به سمت پایین جریان نمی یابد و روی سطح کاغذ نمی ریزد. برای حل این مشکل آنها شرکت مشاورین اندرسون را انتخاب کردند .

میلیون دلار صرف شده و در نهایت آنها خودکاری طراحی کردند که در محیط بدون جاذبه می نوشت،  12تحقیقات بیش از یك دهه طول کشید ، 

 درجه سانتیگراد کار می کرد. 300ر آب کار می کرد ، روی هر سطحی حتی کریستال می نوشت و از دمای زیر صفر تا زی

 آنها از مداد استفاده کردند !  راه حل ساده تری داشتند: روس ها

 شما چه فکر می کنید کدامیك بهتر عمل کرده اند ؟
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 تابع: دوم فصل 
 ((9تا  5سوال  )). نمره می باشد 7امتحانات نهایی  معمولا ً بارم بندی این فصل در

 ها :انواع بازه
 نوع بردارنمودار روی  نماد مجموعه نماد بازه نام

ی بازه

 باز
( , )a b  :x a x b  

 

 کران دار

ی بازه

 بسته
 ,a b  :x a x b  

 

ی بازه

 نیمه باز

 ,a b  :x a x b   

 ,a b  :x a x b   

ی بازه

 نامتناهی

 ,a  :x x a  

   کران دار
 یک طرفه

 ,a  :x x a  

 ,b   :x x b  

 ,b   :x x b  

  ,   عددی حقیقی است :x 
 

 بی کران

 ها را به خوبی فرا بگیرید.های نامعادلات به صورت بازه است پس حتماً بازهجواب  
اگر : 1مثال  ,B  2 و  3 ,A  1 Aباشد آنگاه  3 B ... برابر است با     

          حل : ,A B  1 3 
)اگر : 2مثال  , ) , ,

x
B A x x R

 
     

 

2
1 2 2

3
 باشد : 

Aی ب( مجموعه را تعیین کنید . Aی الف( جواب مجموعه B ی بازه نمایش دهید .را به وسیله 

حل : الف(                  ,
x

x x       3 22
2 2 6 3 3

3
  

نویسیم.کشیم و بعد اشتراک آنها را محاسبه کرده و میها روی بردار میرابه کمک جدول بازه Bو   Aب(   , ,   1 2 3B A 

 

 A B A B     

a

 

a 

b

 

a 

a

 

a 

b

 

a 

a

 

a 

b

 

a 

a

 

a 

b

 

a 

1
 

a 

0  
a 

1  

a 

2  

a 

3
 

a 

1
 

a 

0  
a 

1  

a 

2  

a 

3
 

a 

a

 

a 


 a 

a

 

a 


 a 

b

 

a 


 a 

b

 

a 


 a 


 a 


 a 
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اگر: 3مثال  , , ,
x

B x R x A x R
 

         
 

2 2
3 7 2

3
 باشد،مجموعه های زیر رابه وسیله بازه نمایش دهید.

Aد(                  B-Aج(                       Bب(                  Aالف(  B  

حل : الف(                               ,
x

x x x A  
               3 2 22 2

2 2 2 6 2 4 2 2
3

  

        ب(                          , B 3 7  

                      نباشند پس : Bباشند و در  Aدر  ، یعنی عضوهایی که B-Aج(  [ , ) ( , ] ,        2 3 7 7A B  

 

د(  , A B 2 7 

 

برای حل اینگونه معادلات کافیه معادله را در کوچکترین مضرب مشترک مخرج کسر ها )ک.م.م(ضرب حل معادلات گویا : 

 ی به دست آمده را حل می کنیم .ی سادهیم سپس معادلههای کسرها رو از بین ببرکنیم تا مخرج

 دقت کنید ریشه هایی که به دست می آیند نباید مخرج کسرها را صفر کنند .*

تا کسر داشتی واسه امتحان نهایی بهتره همه رو ببری یک طرف و مخرج مشترک بگیری . آخر سر صورت را  2اگر  : 1  

 مساوی صفر قرار می دهی .

تا کسر داشتی یکی از کسر ها رو که مخرج حاصل ضرب دوتا مخرج دیگر است را سمت چپ و دوتای دیگر را  3اگر  : 2  

 طرف راست ببر و مخرج مشترک بگیر سپس مخرج ها را با هم بزن.

های معادله تعداد جواب: 4مثال 
x x

x x

 


 

2 1
4 3

 کدام است ؟ 

حل:
( )( ) (x )(x )

( )( ) (x )(x )
( )( )

        
             

     

2 1 2 1 2 3 1 4
0 0 2 3 1 4 0

4 3 4 3 4 3
x x x x x x

x x
x x x x x x

( ) ( )              x x x x x x x x2 2 2 1
6 3 4 0 3 2 0 4 2

4 2
  

تعداد جواب های معادله : 5مثال 
x x x x

x x x x

   
 

 

2

2

2 2 1 1
2 2

 کدام است ؟ 
حل:           

( )

( )( ) ( )

( )


             
      

     
x x

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x

2 2 2

2 2 2

2

2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 1
2 2 2 2 2 2

 

 
                

 

x
x x x x x x x x x x x

x

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 4

2
 

تعداد جواب های معادله : 6مثال 
x x

x x x


 

  2

2 8
2 2 4

 کدام است ؟ 

)در  پسر ک.م.م مخرج ها ضرب می کنیم :  حل: طرفین را د )( )   x x x2 4 2  ضرب می کنیم .2

( )( ) ( )                    x x x x x x x x x x x x22 2 2 22 2 2 8 4 4 2 8 2 2 4 0 2 0 

( )( )
 

    


x
x x

x

1
1 2 0

2
 

axدر معادله  : نکته bc c  2 aاگر 0 b c   باشد آنگاه 0
x

c
x

a








1
aو اگر  c b  باشد آنگاه

x

c
x

a

 



 


1
 است.

 کند)غ ق ق(چون مخرج را صفر می

 قابل قبول است

 ق ق 

 غ ق ق

1
 

a 

0  
a 

1  

a 

2  

a 

3
 

a 

4
 

a 

5
 

a 

6
 

a 

7
 

a 

2
 

a 

3
 

a 
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 1 2 x 

   x 4 4 

   x x 2 3 2 

   
x

x x



 2

4 4
3 2

  

 

 ربع دوم      ربع اول     

 سومربع          چهارمربع      

معادله  kبه ازای چه مقدار : 7مثال 
x

x k x
 

 

1 8 3
2 2

xدارای جواب     است ؟ 1

xحل: وقتی    جواب معادله است پس در آن صدق می کند پس : 1

 
            

   

xx
k

x k x k k k

11 8 3 1 8 3 1 8 8
1 1 2 4

2 2 1 2 1 2
 

تمام عبارات رو بیار یه طرف نا مساوی و بعد از مخرج مشترک و ساده کردن عبارت   حل نا معادلات شامل عبارات گویا :

حاصل رو تعیین علامت کن و مجموعه جواب رو به صورت بازه بنویس . گاهی اونقدر آسونه که تعیین علامت هم نیازی 

 نداره!

ی نامعادله: 8مثال 
x

  2 1 4
2

 ی جواب را روی محور اعداد حقیقی نشان دهید.را حل کنید و مجموعه 

) حل: )         
x x

x1 22 1 4 1 3 2 6
2 2

  

ی نامعادله: 9مثال 
x 

  
2 1

1 3
3

 را حل کرده و مجموعه جواب را به صورت بازه نمایش دهید. 
 حل:

x
x x x  

            3 1 22 1
1 3 3 2 1 9 4 2 8 2 4

3
  

ی نامعادله: 10مثال 
x

x x




 

2 1
2 1 2

 را حل کنید و مجموعه جواب را به صورت بازه نشان دهید . 

حل:
( )( ) ,

( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ,

        
       

      
           



x x x x x x
x x x x x x

x x x x x x x x x x

2 2 3 2 1 0 3 1
2 1 2 2 2 1 3 1

0 0 1
2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 0 2

2

 

 
 

                   [ , ) , 
1

1 2 3
2

 مجموعه جواب 

 
 

ی نامعادله: 11مثال 
x x

x x

 


 

2

2

2
1

3 2
 را حل کنید و مجموعه جواب را به صورت بازه نمایش دهید.  

 حل:

( )

( )( )



 

   
   

   


 

 

2 2

2 2

4 1

2

1 2

2 2
1 1 0

3 2 3 2

4 4
0

3 2

x

x x

x x x x

x x x x

x

x x

 

               ( , )2   = مجموعه جواب 
 

 ای به شعاع یک را دایره مثلثاتیدایره مثلثاتی دایره یادآوری و تکمیل از مثلثات :

 های ساعت را جهت مثبت در نظر می گیریم . عقربه  و جهت خلاف  می نامیم

                                              

Sin
Tan

Cos

Cos
Cot

Sin















  

 x 

     x x 2 2 3 

     ( )( )x x 2 1 2 

     عبارات کل 

2
 

a 

6
 

a 

2
 a 

4
 

a 

  
1

1 2 3
2

 

               o                           o      
                

                         o       o 
 

               o                          o 

 ت       ت                       

ن        ن                                                    

   1   

1   

1   

Sin   

Cos   

   جهت

                                       o                 
 

                           o                  o   

 
 ت                ت               

 ن                ن                

1   
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  های مثلثاتی در هر ربعبرای علامت نسبت قانون هستک :       

 س: سینوس در ربع دوم مثبت ه : همه در ربع اول مثبت 
 ک: کسینوس در ربع چهارم مثبت                    ت: تانژانت در ربع سوم مثبت 

 است.  tanهمیشه مثل علامت  cotاست و   tanو  cosو sinهستک برای          

 زاویه های معروف :

( )360 ( )270 ( )180 ( )90 ( )60 ( )45 ( )30 (  زاویه 0(

 2 نسبت 
3
2

  


2
 



3
 



4
 



6
 0 

0 1- 0 1 3
2

 
2
2

 
1
2

  0 Sin  

1 0 1- 0 1
2

 2
2

  
3
2

  1 Cos  

0 
تعریف 

 نشده
0 

تعریف 

3 1 3 نشده
3

  0 Tan  

تعریف 

 نشده
0 

تعریف 

 نشده
0 3

3
 1 3  

تعریف 

  Cot نشده

 مهم : فرمول های     

Sin Cos I
)Sin Cos

Cos Sin II

 
 

 

  
   

 

2 2
2 2

2 2

1
1 1

1
 

)Tg Cot  2 1  

) Tg
Cos




 2
2

1
3 1  

) Cot
Sin




 2
2

1
4 1  

) ( ) ( )Sin Sin Cos Sin Cos Sin Sin Cos
 

 

        



     5 2 2  

Sin Sin Cos2
2 2

 

I

II

Cos Cos
)Cos( ) Cos Cos Sin Sin Cos( ) Cos Sin

Cos Sin

 

 

 
        

 





  
     

  

2
2 2

2

2 2 1
6 2

2 1 2

Cos
Cos Cos Cos Cos Cos

Cos
Cos Sin Cos Sin Sin


    


    

 
       


       

1 2 2 2

2 2 2

1 2
2 2 2 1 1 2

2

1 2
2 1 2 1 2 2

2

   

Tan Tan Tan
)Tan( ) Tan( )

Tan Tan Tan

 

 

  
  

  






   

 2

2
7 2

1 1
  

 
 

 

 

 اگر

گرا  

 حالات کلی

 فرمول های طلایی
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 های زیر را انجام دهید .اثبات: 12مثال 

Tan

Tan


 



2

2

2

22 2
11

Sinx

x Sinx Cos xCosx

x

Cos x

2Cos x
 2 2SinxCosx Sin x

Tan
)

Tan

x
Sin x

x
 

 2

2
1 2

1
  

Tan Tan
( Tan ) ( )

Tan

 
    



2 2 2
2 2 2

2 2

2

1 1
1 1

11
x x Sin x

Cos x x Cos x
x Cos x

Cos x

Tan
)

Tan

x
Cos x

x


 



2

2

1
2 2

1
  

( )
Cos x Sin x

Cos x Cos x Sin x Cos x
Cos x


   

2 2
2 2 2

2 2  

Tan


   
2 2   

 
   

Cos Sin Cos Sin
Cot

Sin Cos Sin Cos
) TanCot Cot    3 2 2  

Cos Cos Cos
Cot

Sin Cos Sin Cos Sin

  


    
   

2 2 2 2 2
2 2

2 2
 

 را حفظ کنید . 12سوال اثبات شده در مثال  3فرمول   

 مقدار های زیر را بدست آورید . :  13مثال  

)            حل :  ) ( ) . ( ) .Sin Sin Cos Cos Sin


     
1 2 3 2 2 6

30 45 30 45 30 45
2 2 2 2 4
 Sin 75  

                                          /Sin 22 5  

/حل :                        /xCos x Cos
Cos x Sin x Sin x Sin 


 

      2 22 52 2 2

2
11 2 1 45 21 2 2 22 5

2 2 4
 

)      حل : ) ( ) ( )Sin Sin Cos Sin Cos


     
2 3 2 1 6 2

45 30 45 30 30 45
2 2 2 2 4

    Sin 15 

      ( ) .Sin Sin Cos Sin Cos


     
3 2 2 1 6 2

60 45 60 45 45 60
2 2 2 2 4
 ( )Sin 105 

, در ربع سوم باشد کهایزاویهر ربع اول ودایزاویه اگر:  13مثال 


 Cos Sin 
5 3
13 5

)مقدار ،   )Sin   را بیابید. 

   حل :
Sin Cos

Sin Cos Cos Sin Cos Sin
 

 
     


  

       
 

3 5
2 2 2 25 134 12

1 1
5 13

       

            ( ) ( ) ( )Sin Sin Cos Sin Cos     
    

        
3 5 4 12 15 48 63
5 13 5 13 65 65 65

 

,اگر :  14مثال   Sin 
4
5

Cosزاویه حاده باشد   2 . را بدست آورید 

)        حل : )


    2 16 7
2 1 2 1 2

25 25
 Cos Sin   

,اگر :  15مثال   Sin 
3
5

Tanزاویه منفجره باشد   2 . را بدست آورید 

)        حل : )
Sin

Sin Cos Cos Cos Tan
Cos

 
    



 
          


2 2 2 2

3
3 4 351 1

45 5 4
5

 

( )

( )

Tan
Tan

Tan









  






2

3
22 2442

31 71
4

 

 اثبات از طرف دوم

 اثبات از طرف دوم

اولاثبات از طرف   

 در ربع سوم  در ربع اول 

 منفرجه
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 تابع است تابع نیست تابع نیست

)عبارت :  16مثال   )Sin x


4
 را ساده کنید . 

)               حل : ) . . ( )Sin x Sinx Cos Cosx Sin Sinx Cosx Sinx Cosx
  

      
2 2 2

4 4 4 2 2 2
 

درستی تساوی   : 17مثال  


Sinx x
Tan

Cosx1 2
              را ثابت کنید . 

                     حل :
.

    
 2

2
2 2 2

1 22
2 2

x x x
Sin Cos Sin

Sinx x
Tan

x xCosx
Cos Cos

 

                    

عضوی از یک دقیقاً Aعمل کرده و به هر عضو  Aعملی است که روی عناصر یک مجموعه مانند  fتابع  تعریف تابع :

 سازد که نمودار ون آن به صورت زیر است .را نظیر می Bمجموعه مانند 

 

 
 

   

 
 

به مجموعه زوج مرتب های مرتبی که در آن هیچ دو زوج مرتبی دارای مولفه اول برابر نباشد مگر اینکه  از نظر زوج مرتب :

ی لفه های دوم آن ها نیز برابر باشد تابع گوییم مثلاً رابطهؤم ( , ) ( , ) ( , ) ( , )f 1 2 3 4 7 7 1 تابع است ولی  2

 ( , )( , )g 1 2 1  لفه دوم یکسان نیست. ؤاست ولی م 1لفه های اول برابر ؤتابع نیست زیرا م 7

مودار ها رسم کنیم ن  yاز نظر نمودار به نموداری تابع گوییم که اگر هر خط دلخواه به موازات محور  از نظر نمودار هندسی :

 .  قطع نکندرا در بیش از یک نقطه 

 

 

 

 

ی  اگر رابطه:  18مثال   ( , )( , )( , )   f a a a
21 5 1 6 1  را بیابید . aتابع باشد مقدار  7

)                            حل : )( ) ,a a a a a a a a             2 25 6 5 6 0 3 2 0 3 2 

         
 

 

( , )( , )( , )

( , )( , )( , )

a f

a f

    


    

3 1 6 1 6 2 7

2 1 6 1 6 1 7
  

a,مقادیر :  19ال  مث b  را چنان بیابید که مجموعه ( , )( , )( , )( , )    g b a a1 3 7 1 1 4  یک تابع باشد . 7

 حل : مولفه اول زوج مرتب هایی که زیر آنها خط کشیده شده است برابراند پس مولفه دوم آنها نیز باید برابر باشد .

g {( ,b )( , )( , a)( ,a)}    1 3 7 1 1 4 7  

            
Ib a b b

g ( , )( , )( , )( , )
a I

          
   



3 4 3 4 1 3 0
1 3 7 1 1 3 7 1

1
 

 

 

 )تابع است(

 نیست غ.ق.ق( )تابع

A 

1 

2 

3 

1 
2 

3 

 تابع است 

1 

2 

3 

1 
2 

3 

 تابع است 

A B B A 

1 

2 

3 

 تابع نیست 

B 

 تابع نیست 

B A 
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8 

3 

1 2 2- 

نمایش تابع به صورت  نمایش ضابطه تابع:
:

( )






f A B

y f x
مجموعه ورودی  Aرا نمایش ضابطه ای تابع گوییم که در آن  

)،  yلفه دوم، برد، ؤ) م هامجموعه خروجی  B( و  x)مولفه اول ، دامنه ،  )f x  . می باشد ) 

اگر زوج مرتب هایی که عضو تابع هستند را به صورت نقاط در یک دستگاه رسم کنیم نمودار تابع به  نمایش هندسی تابع:

 دست می آید . 

 نکات :

ها ،   yها دامنه تابع و تصویر آن روی محور  xمودار تابع را داشته باشیم ، تصویر نمودار روی محور در صورتی که ن -1

 برد تابع خواهد بود .

)در صورتی که نقطه  -2 , )a b  روی نمودار تابعf ی تابع صدق می کند یعنی قرار داشته باشد، مختصات نقطه در ضابطه

( )  f a b  
)قطع کند ، عرض آن نقطه صفر است . بنابراین نقطه Kای به طول ها را در نقطه  xاگر تابعی محور  -3 , )K روی  0

)نمودار بوده و  ) f K 0  

)قطع کند ، طول آن نقطه صفر است بنابراین نقطه  Cها را در نقطه ای به عرض   yاگر تابعی محور -4 ,C)0  روی نمودار

)بوده و  ) Cf 0 . 

)اگر  :  19مثال   )f x x x  )باشد حاصل  2 ) ( )f f1  را بیابید .  4

)   حل : ) ( ) , ( ) ( ) ( )  f f f f            1 1 2 1 3 4 4 2 4 4 4 8 1 4 3 8 11  

)تابع  :  20مثال   )f x x x 2 را با دامنه  2 , , ,0 1 2  در نظر بگیرید . 2

              ( ) ( ) ( , ) , ( ) ( ) ( , )x f x f           2 20 0 0 2 0 0 00 1 1 1 2 1 3 1 3  

        ( ) ( ) ( , ) , ( ) ( ) ( ) ( , )x f x f                2 22 2 2 2 2 8 2 8 2 2 2 2 2 0 2 0 

    ( ) , ( ) | ( , )( , )( , )( , )    00 1 3 2 8 2 0ff x x f x x D 

               

 اگر نقاط به دست آمده را در یک دستگاه محورهای مختصات رسم کنیم نمودار تابع به دست می آید.   

 هم وصل شود ولی اگر ضابطه بود به هم وصل می کردیم . تا نقطه است پس نباید به 4به صورت  عچون تاب  

 

)در تابع خطی  :  21مثال   )f x ax b   مقادیر,b a  را طوری تعیین کنید که نمودار تابع، محور عرض ها را در

)قطع کند و از نقطه  3نقطه ای به عرض  , )4  بگذرد.  6

)       حل : , )( , ) ( ) ( )
b

a b b a a




          4 6

3

3
0 3 3 0 3 6 4 3

4
   

)اگر  :  22مثال   )f x ax bx c  2  مقادیر ،, ,c b a  را طوری تعیین کنید که این سهمی محورx  1ها را در نقطه ای به طول  ،

)قطع کند و از نقطه  -1ها را در نقطه ای به عرض  yمحور  , )2  نیز بگذرد.  3

)            حل : , ) ( , )

I
a( ) b( ) c c I a b c a b             0 1 1021 0 0 1 0 1   

 
( , )

I
a b c a b b , a         2 3 4 2 3 4 2 4 0 1   

y,دو تابع :  23مثال   x b y x ax b     2 b,داده شده اند مقادیر  3 a  را چنان محاسبه کنید که نمودار های این دو تابع

 همدیگر را قطع کند . 1ها در نقطه ای به طول  xروی محور 

 برابر با صفر است پس:  yها مقدار  xحل : در محور 
( , )

( , ) I

( ) b b I

( ) a( ) b a a

     

         

10

10 2

0 1 1

0 1 1 3 0 1 3 2
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x
 y 

y x 2 3 

y x 1 

1 

1 

1 

3 

4 

ی جدا از هم تقسیم کنیم، به طوریکه اجتماع آن مجموعه هرگاه دامنه یک تابع را به چند مجموعه :توابع چند ضابطه ای 

ها برابر با دامنه تابع باشد و روی هر مجموعه، ضابطه ای متمایز تعریف کنیم در این صورت تابع چند ضابطه ای بدست 

       ضابطه ای زیر : 3آید مانند تابع می
( )

( ) ( ) a x b

( )

f x x a

f x f x

f x x b




  




1

2

3

             

ی دلخواه ابتدا دقت کنیم آن نقطه در کدام یک از برای پیدا کردن مقدار توابع چند ضابطه ای در هر نقطه:  1نکته 

 ی مربوط به آن شرط استفاده کنیم. سپس از ضابطه قرار داردشرط

ی شکستگی دامنه و چند نقطه دلخواه بیشتر یا کمتر از آن را می دهیم برای رسم توابع چند ضابطه ای نقطه:  2نکته 

 نقطه دلخواه می دهیم و رسم می کنیم ( 3سپس نمودار را در دامنه رسم می کنیم. ) در توابع عادی 

 به صورت سهمی می باشد و شکل معادله درجه یک به صورت خط می باشد .  2شکل معادله درجه :  3نکته 

)تابع :  24ل  مثا )
x x

f x
x x

  
 

 

2 3 0

1 0
)را رسم کنید. ب( حاصل  f، الف( نمودار تابع شده استداده  ( ))f f 1 را بدست آورید. 

)          حل : الف (  )

x x

f x

x x

   


 
   

2 3 0

1 0

  

 

 

 
 

)     ب ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ) ( )   f f f f f f                1 0 4 02

4

1 1 1 3 4 1 4 4 4 1 3 

 نکات انتقال تابع : 
  

  

 
 

 

 

  

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 
 

  

 

2 1
 

0 

7 4 3 

x
 y 

0 

0 1 

1 

1 

2 

 ضابطه دوم ضابطه اول

b 

( )f x b x b  2 

a 

( ) ( )f x a x a   2 


 

a   پچواحد به  

 ها xنمودارنسبت به محور

 قرینه شود 

( )f x x 2 

( )f x x   2 

 نمودار اصلی 

b  واحد به بالا  

b 

b  واحد به پایین  

a 

( ) ( )f x a x a   2

 


 

a   واحد به راست 

( )f x b x b  2 

دهیمانتقال می دهیمانتقال می   

دهیمانتقال می دهیمانتقال می   
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3 

1- 

1
2

 1 

1 

x
 x1 

1 

 

1 

x1   

  

 

yانتقال توابع در کتاب درسی سوم دبیرستان بیشتر برای توابع      n |و 2 |y x شود.به کار برده می 
 

)به دست آوردن تابع  )f  به کمک تابع( )f x  :  

)کافی است در ضابطه تابع  )f x  هر کجا کهx  قرار دهیم . داریم 

)اگر :  25مثال   )f x x x 2  باشد حاصل( ), ( ), ( )f x f x f
x


1

 را به دست آورید . 1

)             حل : ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f x x x f x x x
x x x
        2 2 21 1 1

1 1 1 

 

 رسم نمودار توابع قدر مطلقی : 

)نمودار  )f x x  را تابع قدر مطلق می نامیم ، با توجه به آن که  با دامنه( )
x x

f x x
x x


  

 

0

0
مودار ن 

تابع به صورت زیر خواهد بود و برد این تابع  ,0  است و برای رسم( )f x x a b    از قوانین انتقال کمک

گیریم و سایر توابع قدر مطلق را با نقطه یابی ) به کمک یافتن ریشه قدر مطلق ( و تبدیل آن به تابع چند ضابطه ای می

 کنیم . رسم می

 نمودار تابع زیر را رسم کنید .:  26مثال  

)الف(  )f x x  1 3  

 را یک واحد به چپ و سه واحد به سمت بالا انتقال می دهیم . xحل : نمودار  

)ب(  )f x x 2 1  

xحل : 2 1 xپس 0 
1
2

، حال که ریشه قدر مطلق پیدا شد یک نقطه بزرگتر و یک نقطه کوچکتر از ریشه قرار می دهیم در بخش هایی که  

عبارت داخل قدر مطلق مثبت است بدون تغییر قدر مطلق را برمی داریم و در بخش هایی که عبارت داخل قدر مطلق منفی است کل عبارت 

           در یک منفی ضرب می کنیم .داخل قدرمطلق را 
( )

( ) ( )





x x
x

x x

      


       

1 2 1 1 1 2 1
2 1

0 2 0 1 1 2 1
  

             ( )

( )

x x

f x

x x


 


 

  


1
2 1

2

1
2 1

2

  

 

yنمودار توابعنکته :  x a x b     )و نمودار توابع     به صورت )گلدانیy x a x b     به صورت

(Z ) می باشد .       یا            شکل 

 

)تابع :  27مثال   )f x x x   1  را به صورت چند ضابطه ای نوشته و آن را رسم کنید .  1

       
     


    

1 0 1

1 0 1

x x

x x
  

 

x
 y 

1
2

 0 

0 1 

x
 y 

1
2

 
1 

0 1 
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x

 

y 

4 

2 

2 2 1 1 

 ریشه های مخرج  :
f

D R   

( ریشه مخرج  ( )f x
x


1

2 

             

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

x x x x

f x x x x

x x x x

       



         



    

1 1 2 1

1 1 2 1 1

1 1 2 1

  

 

 تابع از روی ضابطه : پیدا کردن دامنه تعریف  

)دامنه تعریف توابع چند جمله ای به صورت  -1 ) ...
n n

f x ax bx k
   1  برابر مجموعه اعداد حقیقی یعنی 

 باشد .می

دامنه توابع کسری به فرم  -2
...

...

n n

m m

ax bx k
y

a x b x k





  


    

1

 است جمجموعه اعداد حقیقی به غیر از ریشه های مخر 1

 یعنی : 
  

y,توابع  هدامن -3 Cotx y Tanx  : به صورت زیر است        

                

 

,

,

Tanx
Cosx x k

CotxSinx x k

Sinx
y Tanx y D x k

Cosx

Cosx
y Cotx y D x k

Sinx











  

 

  
       

 



      


0
2

0

2

  

)برای پیدا کردن دامنه تعریف تابع  -4 )ky g x )از شرط  ) رادیکال با فرجه زوج ( 2 )g x   فاده می کنیم .است 0

)برای پیدا کردن دامنه تعریف تابع لگاریتمی به صورت  -5 )

( )
( )

g x

h x
f x Log . از دستور زیر استفاده می کنیم 

  

( )

( ) :

( )

f

g x

h x D

h x

 




 
 

0

0

1

  

ها تعریف زهدامنه یک تابع چند ضابطه ای برابر است با اجتماع بازه هایی که هر یک از ضابطه های تابع روی آن با -6

 شده اند .

 ی تابع زیر رادیکال است. دامنه توابع رادیکالی با فرجه فرد همان دامنه -7

 دامنه توابع زیر را به دست آورید . :  28مثال  

            fD          حل:        ) ( )f x x x  21 3 2  

       fx D   0        :حل                                                0

 fx x D      1 0 1 (ل:ح                                                                     1 ( )f x
x




1
3

1
   

   fx x D        2 1 0 1 (:حل                                                           1 ( )f x
x


2

2
4

1
   

              1 0 1 1fx x D           حل:)
x

x





1
5

1
            

 ( )( ) , ,  fx x x x x x D            2 6 5 0 1 5 0 1 5 1 (:حل      5
x

x x



 2

2
6

6 5
  

                           ,
 

         
 

1 1
2 1 0 2 1

2 2fx x x D            حل:     ) x 27 2 1  

x
 y 

1 1 

2 2 

x
 y 

2 1 

4 2 

x
 y 

1 2 

2 4 

 گیریم اشتراک می

 ریشه مخرج 

 ریشه مخرج 

 ریشه مخرج 

 ریشه مخرج 

 از هر سه شرط
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3 

1 2 1- 2- 

1 
2 

                                             ( , )     
1

0 0 0fx D
x

(     :حل  
x

1
8  

                ( , )fx x D        1 0 1 (      :حل                   1
x

x 

2
9

1
  

              fx x D        3 0 3 (:حل       3
x 

3
1

10
3

        

                      fD          حل:       ) x x
3 211 2 

           



 

   
 2

fD x k           حل: ) ( )f x Tanx12   

x x x
x x x I II x III

x
    


          

 

2 2 1
1 0 1 1 0 1 2

1 2 2
(ل:ح ( ) log

x

x
f x


2 1

2

13 

                     fD I II III x ( , )       1 2 1 2  

)دامنه تابع :  29مثال   )Tan x


3
6

 را بیابید . 

        

( ) ) f

k k
Tan x x k x k x k D x

       
 

 
                

 

2 2 2
3 3 3

6 6 2 3 3 9 3 9

دامنه :  30مثال  
x x

x x

  


 
2

3 1

1
 را مشخص کنید . 

)         حل : برای پیدا کردن دامنه توابع چند ضابطه ای کافیه اجتماع شرط ها را بگیریم . ) ( )f fD x x D      1 1  

)تابع  :  31مثال   )
x x

f x
x x

  
 



2 2 0

2 0
 را بدست آورید. fا رسم کنید.ب( دامنه تابعر fرا در نظر بگیرید. الف ( نمودار تابع  

         حل : الف( 
x x

x

  




2 2 0

2 0
                                      

 

 از روی نمودار همانگونه که معلوم است، حل :  ب(

پس : ، ی صفر در آن نیستفقط نقطه  fD   0  

 

دامنه :  32مثال  
( )( )x x

y
x

 




1 2 5
1

 راتعیین و آن را به صورت بازه نمایش دهید. 

         
( )( )

x x

x x
x x

x

x x

    


  
     

 
   

1 0 1

1 2 5 5
0 2 5 0

1 2
1 0 1

 

   

 

           , ,fD
 

  
 

5
11

2
  

 

 ریشه مخرج 

x
 ( )x 2 5 

1 

 

1 

( )x 1 

 

 

   

( )x 1 

 کل عبارت

5
2

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 ت 
 
 ن
 

 حذر
گیریممی  
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 جبر دو تابع ) چهار عمل اصلی روی توابع ( : 
اصلضرب دو یا چند تابع باشد دامنه آن برابر است با اشتراک دامنه های هر یک از اگر تابعی به صورت مجموع، تفاضل و ح

توابع تشکیل دهنده آن ولی اگر تابع به صورت تقسیم دو تابع دیگر باشد باید از اشتراک دامنه های صورت و مخرج ، 

         ریشه های مخرج را برداریم . , ( )
f g f g f f g

g

D D D D D D g x


    0  

)امنه تابعد:  33مثال   )x x  2  را به دست آورید . 1

 f gf (x) x D x x , I g(x) x D II              2 2 0 2 2 1               

         f gD I II ,    2         

)دامنه :  34مثال   )
x x

f x
x x

 
 

 

2

3
3 2 1
5 8

 را تعیین کنید.  

)                : 1گام  )( )

,
x x

x x x
x x

x
x x

 

     
  

  
     

2
2

1 2

3 2 0 1 23 2
0

5 5 0 5
  

 

                     , ( , )D  1 1 2 5  

       : 2گام  x x D
x

       


3
2

1
8 0 8 8

8
  

D,:کافیه  3گام  D2 را اشتراک بگذاریم         1     ( , ( , )) ( ) , ( , ) ( , )fD D D     1 2 1 2 5 8 1 2 5 8 8  

)توابع :  35مثال   ) , ( )
x

g x f x x
x x

  
2

4
5

7
 داده شده اند. 

منه تابع الف( دا 
g

f
)ب( حاصل   را به دست آورید.   . )( )f g  را تعیین کنید . 1

)                حل : الف( ابتدا دامنه هر کدام را به دست آورید. ) ff x x D   5  

                ( ) ( ) ,g

xx
g x x x D

xx x


       

 
2

04
7 0 0 7

77
  

          

 

       

,

| ( ) , , , ,g f g g

f f

D D D x f x x D



               

0 7

0 0 7 5 0 0 7 5 0 7 5  

.              حل : ب(  ( ) ( ) ( ) ( )  


f g f g


     
 2

4 1 4
1 1 1 1 5 6 4

1 7 1 6
  

  f               g                                                                                                            ترکیب دو تابع : 
 

g,ترکیب دو تابع  f  تابعی است که آن را با نمادfog  

نشان می دهیم. دامنه این تابع | g( ) D
fog g f

D x D x   

)و ضابطه آن به صورت   ) ( ( ))fog x f g x . تعریف می شود 

ها رو بپذیره پس اولین شرط اینه که باید بتونه ورودی gمیشن.  gها وارد دیاول وروتوضیح بیشتر : 
g

x D  حالا ،

x  وارد ماشینg شه و خروجی می( )g x  .به دست می آد( )g x خواد وارد ماشین میf  .بشهf  باید بتونه اون رو

)ینه که ابپذیره یعنی شرط دوم  )
f

g x D ا اشتراک بگیری و معنی ه. در مسائل باید این دو شرط رو بنویسی و بین اون

( ( ))f g x  هم اینه که به جایx ها توf تابع ،( )g x . را قرار بدی 

 

x
 x x 2 3 2 

2 1 

( )x  5 

  

  

 

 کل عبارت

5 

 

 

 

  

 

 ت 
 
 ن
 ریشه مخرج  مطلوب مطلوب 

 ورودی 
x ( )g x

 
( ( )) ( )f g x fog x 

)در بخشهایی که برد   خروجی  )g x  با

)دامنه  )f x .برابر است 
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)اگر:  36مثال   ) , ( )g x x bx f x x a   2  ،باشد,b a ا طوری تعیین کنید که ر( )fog x x x  2 4 1 . 

 حل :

( ) ( ( )) ( ) ( )
,

( )

fog x f g x f x bx x bx a x bx a
x bx a x x b a

fog x x x

         
        

  

2 2 2
2 2

2
4 1 4 1

4 1

g,توابع :  37مثال    f  با ضابطه های( ) , ( )g x x f x x   6 2  بنویسید. را gofی تابعداده شده اند : الف( ضابطه 4

 را با استفاده از تعریف به دست آورید .  gofع ب( دامنه تاب

)        حل : الف(  ) ( ( )) ( )gof x g f x g x x x       2 4 2 4 6 2 10  
g,حل : ب( ابتدا دامنه هر یک از تابع های  f . را به دست می آوریم 

        ,f gD x x D       6 0 6 6   

                | ( ) | | ,fog f gD x D f x D x x x x           2 4 6 5 5  

)توابع :  38مثال   ) , ( )
x

g x x f x
x

 


3
1

 را تشکیل دهید .  fogداده شده اند. الف( تابع  

)را با استفاده از تعریف به دست آورید . پ(  fogی تابع ب( دامنه )( )
f g

g


4

2
 حاسبه کنید .را م 

)             حل : الف(  ) ( ( )) ( )
x

fog x f g x f x
x

  


3

1
  

         حل : ب(           , , | ( ) | ,f g fog g fD D D x D g x D x x            1 0 0 1 0 1  

               حل : پ(
( ) g( )

( )( )
( ) ( )

f g f

g g

  
  

4 4 4 2 1
4

2 2 4 2 2 2
  

)اگر :  39مثال   ) , ( )g x x f x
x

  


1
3

1
 دو تابع باشند .  

)الف( مقدار )( )f g3  را بیابید. fogی تابع را به دست آورید . ب( دامنه 4

          حل : الف(  ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) )


          


1 1 2
3 4 3 4 4 3 4 3 3 1 3 2

4 1 3 3
f g f g   

g,حل : ب( ابتدا دامنه  f      : را به دست می آوریم f gx x D x D x           1 0 1 1 3 0 3  

    | ( ) | , [ ] [ , ) ( , )


 
              

 4

3 3 1 3 4 3 4 4fog g f fog

x

D x D g x D x x D  

)دو تابع :  40مثال   ) , ( )g x x f x x   2  را در نظر بگیرید. 1

)الف( دامنه تابع  )gof x ی را بدون محاسبه( )gof x  به دست آورید. ب( ضابطه( )gof x   .را به دست آورید 

)پ( مقدار )( )
f

g
 رامحاسبه کنید. 2

                    حل : الف(   , , f gD D   2  

           | ( ) D | | ,gof f g gofD x D f x x x x x D               1 2 1 1  

)         حل : ب(   ( )) ( )g f x g x x x      1 1 2 1  

                     حل : ج(  
( )

( )( )
( )

f f

g g
 

2 1
2

2 2
  

 

 کانال تلگرام مهندس لشینی مولف کتاب آمپول ریاضی 3 و مدرس آموزشگاه های برتر تهران و شهرستانهای بزرگ کشور  :

@riaziTجهت اطلاع از همایش ها و دریافت سایر کتب عضو شوید  
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a  /1 1  /0 9  

x a  
x 1  

  aهمسایگی چپ   aهمسایگی راست 
x a

  
x a

  
 ذره بین  




2
 




2
 

0
 

0
 

 

  

 


3

2
 


3

2
 

L

 

a x 

x a
 x a

 

( )f x 

1
 

1
 

2 

2 

3 

3 1 
x 

y 

 فصل سوم : حد و پیوستگی
 ((12تا  10)) سوال نمره می باشد .  5عمولاً بارم بندی این فصل در امتحانات م

 مفهوم میل کردن  : 
 خب ببینم وقتی میگن 

x a یعنی چی ؟ 

 

 

 

             
  
 
 

x a ر یعنی به متغیx  دستور بدهیم به سمتa  . حرکت کند ولی هیچگاه به آن نمی رسد 

)در دایره مثلثاتی میل کردن ها به صورت زیر است ، مثلاً وقتی می نویسیمنکته :     )x
 
2

یعنی کمی از  


2
بیشتر  

است پس باید در خلاف جهت عقربه ساعت 


2
 را رد کرده و بعد بایستیم . 

  
 
 
 
 

ای حد های راست و چپ متفاوت داشته باشد در آن نقطه حد ندارد. اما اگر حدهای اگر تابعی در نقطهمفهوم حد تابع  : 

تابع در آن نقطه حد دارد و حد همان مقدار مشترک حدهای چپ و راست  چپ و راست در نقطه ای دو عدد برابر باشند

lim                 است و می نویسیم :  ( ) lim ( ) lim ( )
x ax a x a

f x f x f x
   

   

xبرای محاسبه حد راست در نقطه نکته :     a  از روی نمودار کافیهy های

xرو از روی شکل بخونیم و برای محاسبه حد چپ در نقطه  aسمت راست  a  از

 ار از روی شکل بخونیم . aهای سمت چپ  yروی نمودار کافیه 

 lim ( ) lim ( ) lim ( )
x ax a x a

f x f x f x L
   

      

ه تابع مورد بررسی قرار می دهیم. مثلاً اگر مبحث حد ناره حد را در دامما همو     

)تابع  )f x x  xدر نقطه  21   fباشد در واقع منظور حد چپ تابع  1

 است ) اگر در خارج دامنه حد بگیریم گناه کبیره است (

 

 حاصل حد های زیر را در صورت وجود مشخص کنید. fبا استفاده از نمودار تابع :  1مثال  

limالف( ( )
x

f x
1

limب(    ( )
x

f x
1

limج(    ( )
x

f x
1

  

 ج( حد ندارد    2ب(   1حل : الف(   
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1
 

2 
3 

2 1 

y 

x 

1
 

2 

3 

2 1 

y 

x 

4 

1
 

2 

 از نمودار زیر عبارت های خواسته شده را در صورت وجود محاسبه کنید. با استفاده:  2مثال  

limالف( ( )
x

f x
2

limب(   ( )
x

f x
2

limج(    ( )
x

f x
2

)د(    )f 2  

  3د(         پ و راست برابر نیست()چون مقدار حد چج( وجود ندارد     + 1ب(  + 2حل : الف(   
 
 
 
 

 با استفاده از نمودار مقابل ، عبارت خواسته شده را محاسبه کنید. :  3مثال  

lim ( ) lim ( ) f( )
x x

f x f x
  

 
1 0

3 1    

lim  حل :  ( ) lim ( ) ( )
x x

f x f
  

      
1 0

3 1 2 3 3 4 3  

xدر حدی  وقتی کهنکته :  a قدرمطلق و چند ضابطه ای نبود برای محاسبه حد یک ضابطه یا  و عبارتکرد میل می

 می دهیم و همسایگی راست و چپ را لحاظ نمی کنیم . آن قرار  xرا به جای  aعبارت با خیال راحت عدد 

)اگر تابع :  4مثال   )
x a x

f x
x x x

  
 

  
2

1

2 1
limباشد و   ( ) lim ( )

x x

f x f x
  

 
1 1

 را بیابید.  aباشد مقدار  2

     حل :

 lim ( ) lim ( ) lim( x) lim( ) ( ) ( ) ( )
      

             2 2

1 1 1 1
2 2 2 1 2 1 1 2 0

x x x x
f x f x x x a a a 

0رفع ابهام 
0
   : 

اگر توی توابع کسری صورت و مخرج، هر دو چند جمله ای بودند برای رفع ابهام :  1تیپ 
0
0

ابتدا با استفاده از اتحاد ها یا  

xسیم عامل ابهام ) وقتی تق a  میل می کند منظور از عامل ابهام عبارتx a  می باشد ( رو از صورت و مخرج

 حذف کرده و حد رو محاسبه می کنیم .

 شون ضرب و تقسیم می کنیم . مزدوج  دراگر توی توابع کسری صورت و مخرج یا هر دو عبارت رادیکالی بودند  :  2تیپ 

Sin,برای توابع :  3تیپ  Tan . وقتی کمانشون صفر می شه از دو تا هم ارزی زیر استفاده می کنیم 

lim , lim
u u

Sinu Tanu

u u 
  

0 0
1 1  

                                                               چند یادآوری : 

)( ) ( )x y x xy y x x x    2 2 2 2 21 2 1 2 1

)( ) ( )( ) x ( )( )x y x y x y x x        2 2 22 1 1 1  

)( )( ) ( ) ( )( )x a x b x a b x ab x x x x           2 23 2 3 5 6  
        ) ( )( )Cos x Cosx Sinx Cosx Sinx  4 2  

               ) Cos x Sin x  25 1 2 2  
 حد توابع زیر را محاسبه کنید. :  5مثال  

lim الف(
( )x

x

x x



 

2

23

9
6

limب(  
x

x

x x





2

23

9
3

limپ(   
x

x

x

 

23

1 2
9

limت(   
x

x x

x

 



3

21

2
1

   

limث(
x

x

x



1

1
1

limج(        
x

Cos x

Cosx Sinx
 

4

2
limچ(   

x

Cos x

xSinx



0

1 2
limح(  

x

Cos x

x


20

3 3 2
  

خ(
. .

lim
x

Sinx Sin x Sin x

x
30

2 3
limد(   

x

Sin x

Tan x0

4
8

ذ(    
( )

lim
x a

Sin x a

x a



2 2  

 مثال

 مثال

 مثال
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  عدد
, , ,

   

   
       

0 0 0 0
 

  عدد  عدد  عدد

 حل :
 

                         الف(  
( )( ) ( )

lim lim lim
( ) ( )( ) ( )x x x

x x x x

x x x x x  

    
    

     

2

23 3 3

9 0 3 3 3 3 3 6
6 0 3 2 2 3 2 5

  

          ب(
( )( ) ( )

lim lim lim
( )x x x

x x x x

x x x x x  

    
    

 

2

23 3 3

9 0 3 3 3 3 3
2

3 0 3 3
  

           پ( 
( )

lim lim lim
( )( )( )


x x x

x x x x

x x x x x x  

       
   

       
2 23 3 3

1 2 0 1 2 1 2 1 4 1
9 0 9 241 2 3 3 1 2

  

       ت( 
( )( )

lim lim
( )( )x x

x x x x x

x x x 

      
     

     

3 2

21 1

2 0 1 2 1 1 2 4
2

1 0 1 1 1 1 2
  

          ث(
( )

lim lim lim
( )( )x x x

x x

x x x x  

 
    

   1 1 1

1 0 1 1 1 1
1 0 1 1 21 1 1

  

       ج(
( )( )

lim lim lim
( )x x x

Cos x Cosx Sinx Cosx Sinx
Cosx Sinx

Cosx Sinx Cosx Sinx  
  

 
      

 
4 4 4

2 0 2 2
2

0 2 2
  

lim       چ( lim lim lim 
x x x x

Cos x Cos x Sin x Sinx

xSinx xSinx xSinx x   

 
     

2

0 0 0 0

1 2 0 1 2 2 2
2 1 2

0
 

)     ح( ) ( )
lim lim lim lim lim    
x x x x x

Cos x Cos x Sin x Sin x Sinx Sinx

x x x x x x    

 
      

2 2

2 2 2 20 0 0 0 0

3 3 2 0 3 1 2 3 2 6
6 6 1 1 6

0
 

       خ(  
. .

lim lim    
x x

Sinx Sin x Sin x Sinx Sin x Sin x

x x x x 
   30 0

2 3 0 2 2 3 3
1 2 3 6

0 2 3
  

lim          د( lim    
x x

Sin x Sin x x

Tan x x Tan x 
   

0 0

4 0 4 8 1 1 1
1 1

8 0 4 8 2 2 2
  

                ذ(
( ) ( )

lim lim  
x a x a

Sin x a Sin x a

x a x a x a a a 

 
   

  2 2

0 1 1 1
1

0 2 2
  

xاگر با نزدیک شدن  د های بی نهایت : ح a  مقدار ،( )f x  به بی نهایت میل کند می نویسیمlim
x a

   و می توان

 خواهد بود .  یا ( باشد حاصل  0یا 0گفت اگر صورت حد غیر صفر و مخرج صفر )
 

 

 

)حدهای راست و چپ تابع :  6مثال    )
x

f x
x


 1

xرا در نقطه     محاسبه کنید. 1

xیادت باشه وقتی  a  به آن اضافه کنی و وقتی  (1/0)ذهنت بود تویx a از آن کم کنی و در پایان اگر  (1/0) بود توی ذهنت

xنویسیم مثلاً وقتی می 0شد به جای ان  (-1/0)نویسیم و اگر حاصل می 0 شد به جای آن (1/0)حاصل  1 بود و حاصل حد( / )0 را  1

را بگذاریم  1/1عدد  xبخواهیم کافیه  به جای 
/ /




1 1
1 1 1 0 1

گذاریم و حاصل را می 0( عدد 1/0و در پایان به جای ) 


1
0

 خواهد بود. 

              lim lim
x x

x x

x x    
 

       
   1 1

1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1 0
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2
 




2
 

0 

0   

  


3

2
 


3

2
 

Cot

Sin


 


 0
 

Cot

Sin


 


 0
 

Tan

Cos


 


 0
 

Tan

Cos


 


 0
 

Cot

Sin


 


 0
 

Cot

Sin


 


 0
 

Tan

Cos


 


 0
 

Tan

Cos


 


 0
  

 در دایره مثلثاتی : نکته : 

 
  
 
 
 
 
 
 

 حاصل حدهای زیر را محاسبه کنید. :  7مثال   

limالف(
x

Cosx



2

2
limب(   

x

Sinx

Cos x




2

2

limپ(   
x

x

x



2

3
2

limت(   
( )x

x

x



 23

1
3

  

limحل : الف(
x Cosx

 



  

2

2 2
0

limب(     
x

Sinx

Cos x
 



  2

2

1
0

  

limپ(
x

x

x 


   

2

3 5 5
2 00

limت(     
( ) ( )x

x

x  



   

 2 23

1 4 4
3 0 0

  

ه توان بزرگتری می شوند جمله ای ک وقتی دو یا چند جمله به صورت جمع و تفریق هستند و همگی حد در  بی نهایت : 

 و باقی را حذف می کنیم .  داریمپس آن را نگه می دارد قوی ترین است

          ...
) lim lim

...

n n n

m m m
x x

n m

ax bx c ax a
a n m

a x b x c a x a

m n



 

 


   
  

       


1

1

0

  

              ) lim
x

b
b ax bx c a x a x

a
  2

2
  

xاگر     می رفت در جذر گیری قدر مطلق نیاز نیست ولی اگرx   می رفت در جذر گیری بعد از برداشتن

 را در یک منفی ضرب می کنیم . xقدرمطلق 

 حاصل حدهای زیر را محاسبه کنید.:  8مثال  

limالف(
x

x x

x





2

2

3 2
4 7

limب(           
x

x x

x x

 



2

2

3 6 2
4 5

)limپ(     )
x

x x x


  22 3 1    

)limت( )
x

x x


  4 1 3 limث(          1
x

x x x

x

  



23 1
7 5

  

lim         حل: lim
x x

x x x

x x x 


 



2 2

2 2

3 2 3 3
4 7 4 4

 )الف 

lim lim
x x

x x x

x x x 

 
 



2 2

2 2

3 6 2 3 3
4 5 4 4

 )ب 

           lim( ) lim( )
x x

x x x x
 

    2 22 3 1  )پ 2

lim( ) lim( ) lim
x x x

x x x x x
  

        4 1 3 1 2  )ت 3

| |
lim lim lim lim
x x x x

x x x x x x x x

x x x x   

    
   



23 1 3 3 2 2
7 5 5 5 5 5

 )ث 
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 حاصل هریک از حدهای زیر را حساب کنید. :9مثال 

( ) ( )
lim
x

Sin x Tan x

x
20

2 3
lim      )ب 

x

x

x



24

2
16

 )الف 

lim
x

x x

x

 

 

2 2

2

3 4 7
4 11

lim                   )ت 
( )x x  26

4
6

 )پ 

 حل:

( )( )

( )
lim lim
x x

x x

xx x

x x 

 

 
 

 
24 4

4 4

42 2
16 2 ( )x 4 ( )( )( )( )x x

 
  

1 1
4 4 2 2 324 2

 )الف 

( ) ( )
lim lim lim
x x x

Sin x Tan x Sin x Tan x

x x x  
        20 0 0

2 3 2 3
2 3 2 1 3 1 6

2 3
 )ب 

lim
( ) ( ) ( )x x   


    

 2 2 26

4 4 4 4
6 6 6 0 0

 )پ 

lim lim
x x

x x x

x x 

  
 

  

2 2 2

2 2

3 4 7 3 3
4 11 4 4

 )ت 

 ی فشردگی :قضیه
xدر همسایگی fاگر تابع a : تعریف شده باشد، آنگاه 

( ) ( ) ( )
lim ( )

lim ( ) lim ( ) x a
x a x a

g x f x h x
f x L

g x h x L 
 

  
    

  

)داشته باشیم xاگر به ازای هر :10مثال  )x g x Cosx  22 )، حد تابع 2 )g x را درx   .تعیین کنید 0

 حل:

lim( )
lim ( )

lim

x

x

x

x
g x

Cosx







   
  

 

2

0

0
0

2 2
2

2 2
 

|اگر :11مثال  ( ) |f x Cosx 1 باشد حد تابع( )f x وقتیx   دست آورید.را به 0

 حل:

lim( )
| ( ) | ( ) ( ) lim ( )

lim( )

x

x

x

Cosx
f x Cosx Cosx f x Cosx f x

Cosx

 





  
           

  

0

0
0

1 0
1 1 1 0

1 0

 پیوستگی:
xدر همسایگی fاگر تابع a  و در یک همسایگی چپ یا راست و یا هر دو طرف آن تعریف شده باشد در صورتی که

)موجود و برابر aحد این تابع در )f a  : باشد یعنیlim ( ) ( )
x a

f x f a


 در این صورت تابعf درx a .پیوسته است 

را با  3دست آورید و هر تابع را بهاست حد چپ، حد راست ومقدار ای که سؤال گفتهبرای حل سؤالات پیوستگی در نقطه

 گذاریم. هم برابر می

)در تابع :12مثال  )
x ax x

f x
x x

   
 

 

2 1 1

2 1
 باشد.نرا طوری تعیین کنید که تابع پیوسته  aمقدار 

             حل:
lim ( ) lim ( )

lim ( ) lim

x x

x x

f x x ax a a f
a a

f x x

 

 

 

 

         
 

     
    

2

1 1

1 1

1 1 1 2 1
2 3 1

2 3
 

 ی فشردگیبنا به قضیه

 ی فشردگیبنا به قضیه
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)را طوری تعیین کنید که تابع  aمقدار :13مثال  )

x a x

f x x x

x x x

   


   


  
2

4 1

6 1

5 1

xیدر نقطه  1 .پیوسته باشد 

    حل:

          

lim ( ) ( )

( ) ( )

lim ( ) ( ) ( )









      
 

          
 

    
  

1

2

1

4 1 4

1 6 1 6 4 6 2

1 5 1 6

x

x

f x a a

f a a

f x

 

پیوستگی تابع :14مثال 

| |

( )

x
x

x

f x x

x x


 


  


 



2

2
2

2
1 2

3 2

xای به طولرا در نقطه    رسی کنید.بر 2

    حل:

xدرfتابع  پیوسته است  2

| | ( )
lim ( ) lim lim

lim ( ) lim lim ( ) lim ( ) ( )

( )

x x x

x x x x

x x
f x

x x

f x x f x f x f

f

  

   

  

   

   
     


          


   



2 2 2

2

2 2 2 2

2 2
1

2 2
3 3 4 1 2 1

1 1

 

xیرا طوری تعیین کنید که تابع زیر در نقطه bو aعددهای :15مثال   1  .پیوسته باشد







( )

ax x

f x x

x b x

   


  
   

2 2 1

5 1

3 1

  

    حل:
lim ( ) lim

lim ( ) lim ,

( )

x x

x x

f x x b b

f x ax a b b a a

f

 

 

 

 

     


              


  

1 1

2

1 1

3 3

2 2 3 5 2 2 5 3

1 5

 

 
 

 

خم ها از دامنه کوه به پـایی  کوه بلندی بود که لانه عقابی با چهار تخم، بر بلندای آن قرار داشت. یک روز زلزله ای کوه را به لرزه در آورد و باعث شد که یکی از ت

ق آن تخم به مزرعه ای رسید که پر از مرغ و خروس بود. مرغ و خروس ها می دانستند که باید از ای  تخم مراقبت کنند و بالاخره هم مرغ بلغزد. بر حسب اتفا

نند سایر عقاب ماپیری داوطلب شد تا روی آن بنشیند و آن را گرم نگهدارد تا جوجه به دنیا بیاید. یک روز تخم شکست و جوجه عقاب از آن بیرون آمد. جوجه 

 .جوجه ها پرورش یافت و طولی نکشید که جوجه عقاب باور کرد که چیزی جز یک جوجه خروس نیست

ازی می کـرد متوجـه او زندگی و خانواده اش را دوست داشت اما چیزی از درون او فریاد می زد که تو بیش از ای  هستی. تا ای  که یک روز که داشت در مزرعه ب

ان اوج می گرفتند و پرواز می کردند. عقاب آهی کشید و گفت: ای کاش م  هم می توانستم مانند آنها پرواز کنم. مرغ و خروس ها چند عقاب شد که در آسم

ی کردند خیره شروع کردند به خندیدن و گفتند: تو خروسی و یک خروس هرگز نمی تواند بپرد. اما عقاب همچنان به خانواده واقعی اش که در آسمان پرواز م

و عقاب هم کم  ه بود و در آرزوی پرواز به سر می برد. اما هر موقع که عقاب از رویایش سخ  می گفت به او می گفتند: که رویای تو به حقیقت نمی پیونددشد

  .دنیا رفتکم باور کرد. بعد از مدتی او دیگر به پرواز فکر نکرد و مانند یک خروس به زندگی ادامه داد و بعد از سالها زندگی خروسی، از 

 .ت فکر نک نتیجه : تو همانی که می اندیشی، هرگاه به ای  اندیشیدی که تو یک عقابی، به دنبال رویا هایت برو و به یاوه های مرغ و خروسهای اطراف
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 فصل چهارم : مشتق
 ((15تا  13سؤال ))باشد. نمره می 4معمولاً بارم بندی این فصل در امتحانات نهایی 

 

 تعریف مشتق در یک نگاه : هایفرمول
 

( مناسب Iی )پیدا کنیم، فرمول شماره ی مشخصدر یک نقطهاگر بخواهیم با استفاده از تعریف مشتق، مشتق یک تابع را 

 تر است.( مناسبIIی مشتق تابع را اثبات کنیم فرمول )است ولی اگر بخواهیم با استفاده از تعریف مشتق، ضابطه

 

( ) ( )
( ) lim ( )

x a

f x f a
f a I

x a


 


 شیب خط مماس بر تابعf یدر نقطهx a  

 

( ) ( )
( ) lim ( )

h

f a h f a
f a II

h

 
 

0
 شیب خط مماس بر تابعf یدر نقطهx a  

 

اگر در استفاده از تعریف مشتق به حد نکته:
0
0

 های گفته شده رفع ابهام کنیم.رسیدیم باید آن را با روش 

 

 ی فرایند حد(، مشتق هریک از توابع زیر را در نقاط داده شده بیابید.با استفاده از تعریف مشتق )به وسیله :1مثال 

 

( ) ( )f x x x 2  )الف 5

    حل:

( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim ( ) lim lim lim

x a x x x

xf x f a f x f x
f a f

x a x x   

  
      

  

2

5 5 5

55 25 0
5

5 5 0

( )

( )

x

x





5

5
( ) ( )f     5 5 10 5 10

 
 

( ) ( )f x x x   )ب 9

    حل:

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim ( ) lim lim

lim

x a x x

x

f x f a f x f x x
f a f

x a x x x

x



  



    
            




9 9

9

9 9 0 3
9

9 9 0 3

9

( )x 9
lim ( )

( ) ( )x
f

x x
    

  9

1 1 1 1
9

6 63 3 9 3

 

 

( )f x x x 23  )پ 4

    حل:
( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )

( ) lim ( ) lim lim

lim

h h h

h

f a h f a f x h f x x h x h x x
f a f x

h h h

x

  



        
     

2 2

0 0 0

2

0

3 4 3 4

3 xh h x  26 3 4 h x  24 3 x 4
lim
h

h

h 


0

( )x h

h

 6 3 4
x 6 4

 

 
 

 مزدوج
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...)قواعد مشتق گیری:  , ,w v u توابعی ازx هستند و,a b )عدد ثابت است 

   

( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )

( )( ( )( )

( ) ( )

y u v y u v v u

y x x y x x x x

u u v v u
y y

v v

x x xx
y y

x x

         


    
    

  

  

   
 

2 3 3 2 2

2

2

2

1 2 3 1

2

4 4 7 4 42
4 7 4 7

  

n n

y a y

y y

y ax b y a

y x y

y x y nx

y x y x



   


  
    


   
   

   

1

7 6

0

5 0

1
3 7 3

7

         

 

'

( )
( )

( )
( )

n

nn

u
y u y

n u

x
y x y

x

u
y u y

u

x
y x y

x




  




   



   


    




1

27

2 67

2
3

3

2
1

7 1
4

2
3

1
2 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( ( ))

(

y aSinu y au Cosu

y Sin x x Cos x

y aCosu y au Sinu

y Cos x y x Sin x

y aTanu y au Tan u

y Tan x y x Tan x

y aCotu y au Cot

    

     

     

      

      

      

     

3 2 3

3 2 3

2

3 2 2 3

2 1 2 3 1

7 1 7 3 1
5

1

9 1 9 3 1 1

1 )

( ) ( )( ( ))

u

y Cot x y x Cot x














      

2

3 2 2 34 1 4 3 1 1

   

 

 

( )

( ) ( ) ( ( )) ( )

( )

( ) ( ) ( ( ( )) ( )

( ) (

m m

m m

m

y aSin u y ma u Cosu Sin u

y Sin x y xCos x Sin x

y aCos u y ma u Sinu Cos u

y Cos x y xSin x Cos x

y aTan u y ma u Tan u Ta





     

        

      

         

      

1

4 2 2 3 2

1

7 2 2 6 2

2

7 1 4 7 2 1 1

9 1 7 9 2 1 1
6

1 )

( ) ( ) (( )( ( )) ( ))

( ( ))

( ) ( ) ( ( ( )) ( )

m

m m

n u

y Tan x y x Tan x Tan x

y aCot u y ma u Cot u Cot u

y Cot x y x Cot x Cot x













          

         


           

1

4 2 2 2 3 2

2 1

4 2 2 2 3 2

7 1 4 7 2 1 1 1

1

7 1 4 7 2 1 1 1

  

 

n نکته:

n
a

a

 
1

  

 ردن الزامی نیست(دست آورید : )ساده کمشتق توابع زیر را به :2مثال 

( ) ( )f x x x  62  )الف 1

)                  حل: ) ( )( )f x x
x

    5 1
6 2 2 1

2
 

( ) ( ) ( )f x Sin x x x      43 5 2 2 3  )ب 2

         حل:      ( ) ( ( ) ( )f x Cos x x
x

 
          

 

31
3 3 5 2 4 3 3 2

2 2
 

( )f x x x 
4 3 53  )پ 2
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)حل:          ) ( ) ( ) ( )f x x x f x x x x x f x
x x

      
                     

   

3 1 1 4 1 4
4 5 4 5 4 5

4 5 4

3 1 9 2 9 1 2 1
3 2 3 2

4 5 4 5 4 5
 

( ) ( )( )f x x x x   4 33 2 1  )ت 1

                                                         حل:          ( ) ( )( ) ( ) ( )      3 3 2 412 2 1 3 3 2 1f x x x x x x  

( )
x

g x
x x




2

1
3

 )ث 

                          حل:       
( ) ( )( )

( )
( )

x x x x
x

g x
x x

    

 


2

2 2

1
3 2 3 1

2
3

 

( )f x
x x


2

3
4

 )چ 

)                   حل:       ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( )

x x x x
f x

x x x x

     
  

 

2

2 2 2 2

0 4 2 4 3 3 2 4
4 4

 

( )f x x
x

 
    

 

1
1

1
 )ح 

)                        حل:        ) ( )( )
( )

( )

x
f x

xx

  
  


2

1 0 1 1 1
12 1

 

 ( )
x

f x x
 

   
 

5 7 4
3

 )خ 

)                     حل:        )
x

f x x
x

    
          

    

7 1
4 5 7

3 32 5 7
 

( ) ( )f x Tanx Cos x  32  )د 2

)              حل:  ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))f x Tan x Sin x Cos x Tan x Sin x Cos x            2 2 2 21 2 3 2 2 2 1 12 2 2 

( ) ( ) ( )f x Sin x Cos x 3  )ذ 22

)        حل:  ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x Cos x Sin x x Sinx f x Cos x Sin x x Sinx           2 2 2 23 2 2 2 2 6 2 2 2 

( ) ( )f x Tan x Cotx 3 2  )ر 2

حل:            ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( )f x Tan x Tan x Cot x f x Tan x Tan x Cot x               2 2 2 2 2 23 2 1 2 2 2 1 6 1 2 2 2 1 

( ) ( )f x Cot x Sinx 6 ز( 

                 حل:      ( ) ( )f x Cot x Sinx Cosx Cot x       26 1 6 

xیاگر در سؤالی شیب خط مماس بر نمودار تابع در نقطه :1نکته  a در از تابع مشتق بگیریم و  اول را خواستند یعنی

 .را قرار دهیم aمقدار  xمشتق به جای 

 دست آوریم.را بهتابع ی مشتق یکالی( کافیست دامنهپذیری را از ما خواستند )معمولاً در توابع راددامنه مشتقاگر:2نکته

yشیب خط مماس بر نمودار تابع :4مثال  x x 2 یرا در نقطهx   دست آورید.به 5

)ی تماس برابر است با شیب خط مماس یعنی      حل: مشتق به ازای طول نقطه ) ( ) ( )xf x x m f        52 1 5 2 5 1 9 

yشیب خط مماس بر نمودار تابع :5مثال  x x  3 xیرا در نقطه 5   دست آورید.به 1

)           حل:  ) ( )xy x m y       123 1 1 3 1 1 2 

yشیب خط مماس بر نمودار تابع :6مثال  x x 3 xیرا در نقطه 2   دست آورید.به 1

)           حل:  )xy x m y       123 2 1 3 2 1 

 

شیب خط مماس بر نمودار تابع :7مثال 
x

1
xی-را در نقطه    دست آورید.به 1
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) است 1شیب خط مماس برابر با          حل:  )y y m y
x x

 
        2

1 1 1
1 1

1
 

)پذیری تابعی مشتقدامنه :8مثال  )f x x   دست آورید.را به 2

xپذیریی مشتقدامنه پس       حل:  2 )باشدمی  0 ) ( ) ( , )ff x x f x D
x


     



1
2 2

2 2
 

)پذیری تابعی مشتقدامنه :9مثال  )f x x دست آورید.را به 

xپذیریی مشتقدامنه  حل: 0  باشد یعنیمی  ( ) ( ) ( , )f x x f x
x

   
1

0
2

 

yاگر :10مثال  Sin u uو 3
x


 مقدار

dy

dx
xوقتی    باشد را محاسبه کنید. 3

yحل: دقت کن که اول باید توی تابع Sin u uمقدار uبه جای 3
x


 رو قرار بدی بعد مشتق بگیری

dy

dx
 باشد:می yهمون 


     

         
                   

       

33 3 2
3

1 3
3 3

9 2 4 8

u
xxy Sin u y Sin y Cos Sin y

x x x x
 

 ای:آهنگ متوسط و لحظه

]یدر بازه fاگر تابع , ]t t1 تعریف شده باشد آنگاه 2
( ) ( )f t f tf

t t t




 

2 1

2 1

در  fتابع را آهنگ متوسط تغییر 

]یبازه , ]t t1 tدر fگویند. اگر تابعمی 2 t )تعریف شده باشد و مشتق آن موجود باشد آنگاه 0 )f t را آهنگ آنی  0

tدر fتغییر تابعای( )لحظه t  ویند.گمی 0

 

)هرگاه تابع  )f x   نقطه  2وx a1  وx b2 را به ما دادند ، آهنگ متوسط تغییر را خواستند از فرمول

( ) ( )f b f a

b a




 کنیم.استفاده می 

)آهنگ متوسط تغییر تابع :11مثال  )f x x  xرا وقتی متغیر از 1 1 xبه 3 2  کند بیابید.تغییر می 8

  دهیم.گیریم و بعد نقطه را در مشتق قرار میهر گاه آهنگ آنی را در یک نقطه خواستند از تابع مشتق می حل:

   
( ) ( ) ( ) ( )f x f xf f f

t x x

   
     
  

2 1

2 1

8 3 9 4 3 2 1
8 3 5 5 5

 غییر تابع آهنگ متوسط ت  

)ی حرکت متحرکی به صورتمعادله :12مثال  )f t t t  21
3 1

2
 باشد :می 

tالف( سرعت متوسط این متحرک را در فاصله زمانی  tتا 0   دست آورید.به 4

          حل:
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )f f f

t

   
              

     
 

2 21 1
4 3 4 1 0 3 0 1

4 0 8 12 1 42 2 1
4 0 4 4 4

  

)تغییرات ب( آهنگ آنی )f t را درt   بیابید. 7

)              حل: ) ( ) ( )tf t t t f t t f        721
3 1 3 7 4

2
 

 شود؟ای متحرک متوقف میپ( در چه لحظه

tیدر لحظه          حل:  )شودمتوقف می 3 )( ) ( ) f tf t t t f t t t t
           021

3 1 3 3 0 3
2

 

 

)اگر :13ل مثا )p t t  23000  برحسب ساعت( tباشد ) tنمایش جمعیت یک نوع باکتری در زمان 100

tساعت اول پس از 5الف( آهنگ متوسط افزایش جمعیت را در  0  دست آورید.به 2
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      7ساعت بعد  5است و  2ی شروع حل: لحظه
( ) ( )p p p

t

  
   

 

7 2 7900 3400 4500
900

7 2 5 5
  

tای جمعیت را درب( آهنگ لحظه   دست آورید.به 3

)         حل: ) ( )tp t t p   3200 3 600 

 

 

 تونستیم بگیم.خواستیم بگیم، نه تمام آنچه که میاین تمام چیزی بود که می

 

 

 

ادشاهی دیدکه خدپ

گفت

متکاری بسیار شاد است، از او علت شاد بودنش را پرسید. خدمتکار گفت: قربان همسر و فرزندی دارم و 

غذایی برای خوردن و لباسی برای پوشیدن و بدی  سبب م  راضی و شادم. پادشاه موضوع را به وزیـر گفـت. وزیـر هـم 

: 

 قربان چون او عضو گروه نودونه نیست بدان جهت شاد است،

 پرسید گروه نودونه دیگر چیست؟ پادشاه

وزیر گفت: قربان یک کیسه برنج را با نودونه سکه طلا جلو خانه وی قرار دهید، و چنی  هم شد. خدمتکار وقتی بـه خانـه 

برگشت با دیدن کیسه وسکه ها بسیار شادشد و شروع به شمردن کرد، نودونه سکه ؟ و بارها شمرد و تعجب کرد که چراصد تـا 

.جـــــا را زیـــــر و رو کـــــرد ولـــــی ا ـــــری از یـــــک ســـــکه نبـــــود نیســـــت، همـــــه

او ناراحت شد و تصمیم گرفت از فردا بیشتر کار کند تا یک سکه طلای دیگر پس انداز کند، او از صـب  تـا شـب سـخت کـار 

میکرد، و دیگر خوشحال نبود. وزیر هم که با پادشاه او را زیر نظر داشت گفت : قربان او اکنون عضـو گـروه نودونـه 

ــــــا شـــــاد و راضـــــی نیســـــتند ـــــد ام ـــــاد دارن ـــــه زی ـــــرو کســــــانیند ک ـــــ  گ اعضــــــای ای

اسـت و 

.

میکنیم: حسرت دیروز ، اتلاف امروز ، ترس از فردا

خوشبختی در سه جمله است: تجربه از دیروز ، استفاده از امروز، امید به فردا. ولی ما بـا سـه جملـه دیگـر زنـدگی را تبـاه 

. 

 

 از کلاس های رایگان شب امتحان :اطلاع 
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@riaziT نی : کانال آموزش ریاضیات مهندس لشی  www.m-lashini.ir 
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تالیف : مهندس مجتبی لشینی20انتشارات  3کتاب آمپول ریاضی

@riaziT  www.m-lashini.irنی : کانال آموزش ریاضیات مهندس لشی

جهت اطلاع و شرکت در کلاس های رایگان شب امتحان و دریافت لوح 

های فشرده رایگان این کتاب در کانال تلگرام مهندس لشینی عضو شوید.

 یمهندس مجتبی لشین
مدرس ریاضیات تجربی کنکور

کور کل کشوراز برترین و نتیجه گرا ترین اساتید ریاض تجربی کنیکی 
کشوری کارشناسی ارشد در گرایش هوش مصنوعی 70رتبه 

95در کنکور سراسری  100مدرس مدارس تیزهوشان علامه حلی و فرزانگان و دارای درصد 
)سعادت ها اندیشه٬ از جمله خبرگان اد پروازی شهرستانهای  بزرگ کشوراستمدرس آموزشگاه های بزرگ تهران و 

 علم فروغ ،(سابق سیاه تخته)اراک ابوریحان نصیر، خواجه چی، قلم ، )شهریار(  همگامان سرای علم )شرق( ،  ٬آباد( 
.... گنجینه دانش( و )سمنان ، ( 2آبادان )آموزشگاه جهانیان( ، امیدیه )گزینه  ٬قم

طراح آزمون های آزمایشی قلم چی ،تراز،خبرگان و .. 
مدرس لوح های فشرده موسسه پرش

مدرس شبکه آموزش
(93-95)در سه سال اخیر کنکور سراسری 1000رتبه زیر  50 دارای

مولف پرفروش ترین جزوات کنکوری
مولف کتاب سوت پایان کنکور تجربی انتشارات بیست

نمره ای( 20)با تطابق  انتشارات بیست 3مولف کتاب آمپول ریاضی 
بیست انتشارات دهم ریاضیات مولف کتاب 

جمع بندی انتشارات پرشمولف کتابچه های 
  برگزار کننده برترین همایش های پایه و کنکور در سراسر کشور

   با سوالات کنکور سراسری درصدی 100با تطابق کنکوری  ن جزواتکی تریای برترین تکنیدار
 

را در گوگل جستجو کنید. " استاد لشینی"کلمه 


