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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
نامتناهی و متناهی مجموعه هاي و بازه مجموعه، اول: درس اول، فصل

یادآوري:
اعداد: مجموعه هاي انواع

N = {۱, ۲,⋯} طبیعی اعداد
W = {۰, ۱, ۳,⋯} حسابی اعداد
Z = {⋯,−۲,−۱, ۰, ۱, ۲,⋯} صحیح اعداد
Q = {m

n
∣m,n ∈ Z, n ≠ ۰} گویا اعداد

Q′ = تکراري غیر نامختوم اعشار با اعشاري اعداد تمام گنگ اعداد
R = Q ∪Q′ حقیقی اعداد

N ⊆ W ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R

Q ∩Q′ = ∅

Q
′ ⊆

صورت: این در باشد. 3 مضرب طبیعی اعداد مجموعه ي B و زوج طبیعی اعداد مجموعه ي A کنید فرض :1 مثال

A −B = {۲, ۴, ۸, ۱۰, ۱۴, ۱۶,⋯}(Z ∩Q) − (A ∩B) = {⋯,−۴,−۳,−۲,−۱, ۰, ۱, ۲, , ۳, ۴, ۵, ۷, ۸, ۹, ۱۰, ۱۱, ۱۳,⋯} = Z − {۶k∣k ∈ N}(Q′ ∩ (Q ∩A)) ∪ (R ∩B) = B

بازه تعریف:
طور به و نماد  همراه به زیر در که است تعریف قابل بازه نوع سه گویند. بازه  را b و a بین حقیقی اعداد تمام .a < b که باشد a, b ∈ R کنید فرض

اند: شده معرفی ,a)دقیق b) = {x ∈ R∣a < x < b} ⟶ باز بازه ي

[a, b) = {x ∈ R∣a ⩽ x < b} ⟶ نیم باز بازه ي

(a, b] = {x ∈ R∣a < x ⩽ b} ⟶ نیم باز بازه ي

[a, b] = {x ∈ R∣a ⩽ x ⩽ b} ⟶ بسته بازه ي

می شود. داده نمایش حقیقی اعداد محور روي حفره اي هیچ بدون و پیوسته شکل  به بازه ، کمال اصل نام به ریاضیات در اصلی طبق نکته:
و D = [−۲, ۱] ∪ {۲} ∪ (۳, ۴] مجموعه هاي و 1 محور روي را C = [−۱, ۳] و B = [−۲,−۱) ،A = (۱, ۳) بازه هاي :2 مثال

داده ایم. نشان 2 محور روي را E = (−۱, ۱) ∪ (۲, ۳]
١ ٢

٠ ٠

A

B

C

D

E

نوشته اند: بازه اي بیان به و نمادي بیان به را آمده اند زیر شکل در که D و C ،B ،A مجموعه ي چهار ایزدي، آقاي دهم سال دانش آموزان :3 مثال

٠

A

B

C

D

A = {x ∈ R∣ − ۱ ⩽ x < ۴} = [−۱, ۴) ⟶ باز نیمه بازه ي
B = {x ∈ R∣ − ۲ < x < ۱} ∪ {۳} = (−۲, ۱) ∪ {۳} ⟶ نیست بازه ي
C = {x ∈ R∣x > −۱} = (−۱,∞) ⟶ باز نیمه بازه ي
D = {x ∈ R∣x ⩽ −۴}∪{x ∈ R∣−۲ < x ⩽ ۰}∪{x ∈ R∣۲ ⩽ x ⩽ ۲}∪{x ∈ R∣x > ۴} = (−∞,−۴]∪(−۲, ۰]∪{۲}∪(۴,∞)

1



 

را B −A و A ∪B ،A ∩B مجموعه هاي همراه به B = {x − ۳ ∈ Z∣۳ < x ⩽ ۸} و A = {۲x ∈ R∣۱ ⩽ x < ۲} مجموعه هاي :4 مثال
داده ایم. نشان محور روي

٠

A

B

٠

A ∪B

A ∩B

B −A

نامتناهی و متناهی مجموعه هاي تعریف:
گوییم. نامتناهی را آن صورت این غیر در و می نامیم متناهی مجموعه ي یک را باشد حسابی عدد یک آن اعضاي تعداد که مجموعه ي

آقاي دانش  آموزان تمام و زمین کره ي دهنده ي تشکیل مولکول هاي تمام زمین، کره ي روي دانش آموزان تمام آسمانی، اجرام تمام مجموعه ها ي :5 مثال
هستند. نامتناهی همگی، اول اعداد تمام و متشابه مثلث هاي تمام ،434 عدد مضارب مجموعه هاي و متناهی همگی ایزدي،

است. متناهی آن زیرمجموعه ي هر آنگاه باشد متناهی مجموعه ي یک A اگر الف) نکته:
است. نامتناهی نیز باشد آن زیرمجموعه ي A که مجموعه اي هر آنگاه باشد نامتناهی مجموعه ي یک A اگر ب)

A −B و A ∩B ،B دلخواه مجموعه ي هر براي آنگاه باشد متناهی A اگر مثلاً آورد. دست به می توان گزاره زیادي تعداد قبل نکته ي کمک به نکته:
.A ⊆ A∪B زیرا است؛ نامتناهی A∪B ،B دلخواه مجموعه ي هر براي آنگاه باشد نامتناهی A اگر همچنین .A−B ⊆ A و A∩B ⊆ A زیرا متناهی اند؛

1 درس تمارین
کنید: مشخص را زیر گزاره هاي از یک هر نادرستی یا درستی . 1

,۲]؛ ۱) ∪ {x ∈ R∣۱ ⩽ x ⩽ ۱} = [۲, ۱] ب) x}؛ ∈ R∣۵ ⩽ x < ۵} = ∅ الف)

است؛ بسته بازه ي یک R ت) N]؛ ∪ (Z ∪Q)] ∪Q′ = R پ)

عضو؛ بی نهایت یا دارد عضو یک یا بازه هر ج) است؛ بسته بازه ي یک Q ث)

است. متناهی نیز B −A آنگاه باشد متناهی مجموعه ي یک A اگر ح) است؛ نامتناهی گنگ اعداد مجموعه ي چ)

گرفت؛ نتیجه را [۰, ۱] بودن نامتناهی می توان { k+۱
k
∣k ∈ N} بودن نامتناهی از د) است؛ متناهی مجموعه ي یک ۳× ۲۲۰ عدد مقسوم علیه هاي خ)

است. صحیح عدد 5 داراي A = [−۴, ۴] ∩ ((−∞,−۲] ∪ (۲,∞)) مجموعه ي ذ)

نشان حقیقی اعداد محور روي را مجموعه ي هر نیستند. بازه یک کدام و هستند بازه  یک کدام که کنید مشخص و آورید دست به را زیر مجموعه هاي . 2
دهید.

(−۳, ۱) ∩ (−۱, ۳] (−۲,−۱) ∪ (۱, ۲) [−۱, ۱] − {۰} (−∞,
۱
۲ ] ∩ (۰,∞) [۱, ۲] − {۲}

بیابید. را زیر شده ي خواسته موارد حاصل باشد An = [۱ − ۱
n
, ۱ + ۱

n
] اگر . 3

A۲ ∪A۳ ∪A۴ A۲ ∩A۳ ∩A۴ (A۱ ∪A۲ ∪⋯A۱۰) − (A۱ ∩A۲ ∩⋯, A۱۰)
بیابید. را a براي ممکن مقادیر مجموعه ي باشد، [۲a, ۳ + a) بازه ي در 2 عدد اگر . 4

هستند. نامتناهی یک کدام و متناهی زیر مجموعه  هاي از یک کدام که کنید مشخص . 5

.Z − N ت) گنگ؛ اعداد با زوج اعداد اشتراك پ) ۳۲۱؛ و ۳۲۰ بین صحیح اعداد ب) ؛ ۱۲ و
√
۲ بین گویاي اعداد الف)

است؟ نامتناهی (۱, ۳
۲ ] بازه ي که داد نشان توان می  زیر موارد از مجموعه چند کمک به . 6

{۱ − ۱
k
∣k ∈ N} {۱ + ۱

k
∣k ∈ N} { ۱√

k
∣k ∈ N} { ۱

k
∣k ∈ N} { ۱√

k
+ ۱∣k ∈ N}

کنید؟ مشخص را زیر موارد از یک هر بودن نامتناهی یا نامتناهی باشد متناهی B و نامتناهی A اگر . 7

B−A A−B A∪(B−A) (A∩B)−(A∪B) (A∪B)−(A∩B) (A−B)∪(A∩B)∪(B−A)
بهار: ملک الشعراي

د ور ان دی و م کار ب ما م ورد ما و کا ان د
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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
مجموعه یک اعضاي تعداد و مجموعه ها جبر متمم، دوم: درس اول، فصل

مرجع مجموعه ي تعریف:
داده نشان M و U نماد دو با و می نامیم مرجع مجموعه ي را باشند آن زیرمجموعه ي مطالعه، مورد مجموعه هاي تمام که مجموعه اي مبحث، هر در

می شود.

گرفته نظر مد دیگري مجموعه ي مرجع، مجموعه ي اگر است. R حقیقی اعداد همان مرجع مجموعه ي می کنیم، صحبت بازه ها به راجع که زمانی :1 مثال
دانش آموزان تمام مرجع، مجموعه ي می کنیم، صحبت حسابی دکتر مدرسه ي در ایزدي آقاي دانش آموزان به راجع که زمانی کرد. خواهیم ذکر حتماً را آن شود،

هستند. حسابی دکتر مدرسه ي

مجموعه یک متمم تعریف:
نمایش A′ نماد با و گوییم U مرجع مجموعه ي به نسبت A مجموعه ي متمم را U − A تفاضل باشد، مرجع مجموعه ي U و مجموعه یک A اگر

می دهیم.

U

A
A′

اعضاي همه ي که فهمید می توان A متمم تعریف از همچنین دارد. بستگی آن مرجع مجموعه ي به شدیداً مجموعه، یک متمم فوق، تعریف با تذکر:
کنید). دقت ون نمودار (به هستند A

′ عضو ،A اعضاي جز به مرجع مجموعه ي
برقراند: زیر روابط A مجموعه ي هر براي نکته:

(A′)′ = A A ∩A
′ = ∅ A ∪A

′ = U A ∩ U = A A ∪ U = U

متمم آنگاه باشد U = R مرجع مجموعه ي اگر بود. خواهند فرد اعداد زوج، اعداد مجموعه ي متمم آنگاه باشد مرجع مجموعه ي U = N اگر الف) :2 مثال
بود: خواهد زیر صورت به زوج اعداد

٠

زوج اعداد مجموعه ی

به نسبت زوج اعداد مجموعه ی Rمتمم

با: بود خواهد برابر بنویسیم بازه اي نماد با را R به نسبت زوج اعداد متمم بخواهیم اگر

(−∞, ۰) ∪ (۰, ۲) ∪ (۲, ۴) ∪ (۴, ۶) ∪⋯

ایزدي آقاي با درسی هیچ که هستند حسابی دکتر مدرسه در دانش آموزانی تمام حسابی، دکتر مدرسه ي در ایزدي آقاي دانش آموزان مجموعه ي متمم ب)
ندارند.

آنگاه: C = (−∞,−۳] ∪ (−۱, ۲) ∪ (۳,∞) ،B = [−۱,∞) ،A = (۱, ۳] اگر :3 مثال

A
′ = (−∞, ۱] ∪ (۳,∞) B

′ = (−∞,−۱) C
′ = (−۳,−۱] ∪ [۲, ۳]

دهید. نشان محور روي را بالا مجموعه ي 6 هر
آنگاه باشد U = {۱,⋯, ۱۰} و B = {۳, ۴, ۵, ۶, ۷} ،A = {۱, ۲, ۳, ۴, ۵} اگر :4 مثال

(A ∩B)′ = {۱, ۲, ۶, ۷, ۸, ۹, ۱۰} , A
′ ∪B

′ = {۱, ۲, ۶, ۷, ۸, ۹, ۱۰} , (A ∪B)′ = {۸, ۹, ۱۰} , A
′ ∩B

′ = {۸, ۹, ۱۰}
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داریم: B و A مجموعه ي دو هر براي قانون:

(A ∩B)′ = A
′ ∪B

′
, (A ∪B)′ = A

′ ∩B
′

کنید). رسم ون نمودار تساوي دو این صحت براي سپس و دهید قرار بررسی مورد قبل مثال در را قانون این (درستی می نامند دمورگان قوانین را فوق تساوي دو
دارند: پرانتز به نیاز پیاپی تفاضل هاي ولی ندارند پرانتز به نیازي پیاپی اشتراك هاي و اجتماع ها قانون:

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) = A ∪B ∪ C , (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) = A ∩B ∩ C

است! معنی بی A−B −C عبارت درنتیجه و دهید) ارائه مجموعه دو این تساوي عدم براي (مثالی نیست برابر A− (B −C) با (A−B)−C لزوماً اما
نیست. شرکت پذیري خاصیت داراي تفاضل ولی هستند شرکت پذیري خاصیت داراي اشتراك و اجتماع می گوییم خلاصه طور به

یعنی هستند؛ جابه جایی خاصیت هاي داراي اشتراك و اجتماع ،B و A مجموعه ي دو هر براي قانون:

A ∪B = B ∪A , A ∩B = B ∩A

دهید). ارائه مجموعه دو این تساوي عدم براي (مثالی نیستند برابر لزوماً B −A با A −B یعنی نیست؛ جابه جایی خاصیت داراي تفاضل اما،
دهید): نشان ون نمودار با را رابطه این (درستی یعنی هستند. پخشی خاصیت داراي اشتراك و اجتماع اعمال ،C و B ،A مجموعه ي سه هر براي قانون:

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) , A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)
دهید): نشان ون نمودار با را رابطه ها این (درستی داریم B و A مجموعه ي دو هر براي قانون:

(A′)′ = A , A −B = A ∩B
′

به ابتدا برابرند. (A − B) ∪ (A ∩ C) با A ∩ (B − C)′ مجموعه ي که می دهیم نشان (قوانین) مجموعه ها جبر و ون نمودار کمک به :5 مثال
می دهیم: انجام را کار این مجموعه ها جبر کمک

A ∩ (B − C)′ = A ∩ (B ∩ C
′)′ = A ∩ (B ′ ∪ (C ′)′) = A ∩ (B ′ ∪ C) = (A ∩B

′) ∪ (A ∩ C) = (A −B) ∪ (A ∩ C)
می دهیم: صورت نیز ون نمودار کمک به را کار این اکنون

A B

C

A B

C

A B

C

A B

C

(B − C)′ A ∩ (B − C)′ = (A−B)(A−B) ∪ (A ∩ C)

هم از جدا مجموعه هاي تعریف:
باشند. نداشته اشتراکی هیچ یعنی A؛ ∩B = ∅ هرگاه گوییم هم از جدا را B و A مجموعه ي دو

می دهیم. نشان n(A) با را A مجموعه  ي اعضاي تعداد نمادگذاري:
آنگاه: باشند مجموعه سه C و B ،A اگر نکته:

۱)n(A ∪B) = n(A) + n(B) − n(A ∩B)
۲)n(A ∪B ∪ C) = n(A) + n(B) + n(C) − n(A ∩B) − n(A ∩ C) − n(B ∩ C) + n(A ∩B ∩ C)
۳)n(A ∪B) = n(A −B) + n(A ∩B) + n(B −A)
۴)n(A −B) = n(A) − n(A ∩B)

بگیریم. کمک نمودار از که است بهتر اعضا تعداد محاسبه ي در تذکر:
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و شیمی در هم نفر 9 اگر گرفته اند. 20 نمره ي زیست شناسی در نفر 9 و فیزیک در نفر 14 شیمی، در نفر 12 دانش آموز، نفر 30 با کلاس یک در :6 مثال
این از یک هیچ در نفر 12 بدانیم و باشند گرفته 20 نمره ي زیست شناسی در هم و فیزیک در هم نفر 5 و زیست شناسی در هم و شیمی در هم نفر 7 فیزیک، در هم
که کنید تحلیل را زیر (نمودار یافت را گرفته اند 20 نمره ي درس سه هر در که دانش آموزانی تعداد می توان زیر، ون نمودار کمک به آنگاه نگرفته اند، 20 درس ها

آمده اند): دست به چگونه آن اعداد

مرجع مجموعه ی = U

١٢

A B

C

گرفتند ٢٠ شیمی در که کسانی = A

گرفتند ٢٠ فیزیک در که کسانی = B

گرفتند ٢٠ زیست شناسی در که کسانی = C

۴

۵

٣ ١

٠ ۴

١

U

1 درس تمارین

زیر خواسته ي مجموعه هاي .E = {۲x − ۱∣x ∈ N} و D = [−۴, ۰) ∪ [۱, ۶] ،C = (−∞, ۲] ،B = (۱,∞) ،A = (−۱, ۳] کنید فرض . 1
دهید: نشان محور روي را

۱)A ∩ (B ∩ C) ۲)A ∪ (B ∩D) ۳)A − (B − C) ۴)A′ ∩B ۵)E ′

۶)A′ ∪ C
′ ۷)(C ∪D)′ ۸)(E −A)′ ۹)(E ′ ∩A)′ ۱۰)C ∩D

′

کنید. اثبات مجموعه ها جبر و ون نمودار روش دو به را زیر موارد . 2

A ∩ (B − C) = (A − C) ∩B ب) A − (B ∩ C) = (A −B) ∪ (A − C) A)الف) ∪B) − (A ∩B) = (A −B) ∪ (B −A) ت) C − (B −A) = (A ∩ C) ∪ (C −B) ′A)پ) ∩B) ∪ (A ∪B
′) = U ج) (A −B) ∪ (B ∩ (A ∪B)) = A ∪B ث)

دو هر به دانش آموز چند دارند. علاقه والیبال به آموز دانش 12 و فوتبال به دانش آموز 7 حسابی، دکتر مدرسه ي در ایزدي آقاي نفره ي 15 کلاس  یک در . 3
دارند؟ علاقه والیبال و فوتبال ورزش

باشند، کرده شرکت بافندگی در نفر 19 و ریسندگی کارگاه در نفر 15 اگر کرده اند. ثبت نام بافندگی و ریسندگی کارگاه دو در روستا، یک ساکنین از نفر 27 . 4
کرده اند؟ انتخاب را ریسندگی فقط نفر چند

هستند: هم) از (جدا مجزا زیر مجموعه هاي که دهید نشان ون نمودار با . 5

(A −B), (B −A) (A −B) ∪ (B −A), (A ∩B)
کنید: مشخص را زیر مجموعه هاي بودن نامتناهی و متناهی باشد، نامتناهی B و متناهی A اگر . 6

A
′ (A ∩B

′)′ (A ∩B)′

شهریار:

تد ن مان پا از ود آن د ت او ن د مان م پا ز ون ن
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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
دنباله و الگو سوم: درس اول، فصل

بگیرید: نظر در را زیر شکل :1 مثال

اول مرحله ی دوم مرحله ی سوم مرحله ی چهارم مرحله ی

...

ضلع هاي تعداد شکل رسم بدون می توان شکل این در دارد. وجود ضلع 9 چهارم مرحله ي و ضلع 7 سوم مرحله ي ضلع، 5 دوم مرحله ي ضلع، 3 اول مرحله  در
در اضلاع تعداد می یابد. افزایش ضلع 2 مرحله، هر در که است این شدیم متوجه  مثال این از که اصلی موضوع است. 13 با برابر که زد حدس نیز را ششم مرحله ي

.۲(n − ۱) + ۳ با است برابر nام مرحله ي
دوم مرحله ي اول، جمله ي را اول مرحله ي همچنین می دهیم. نمایش an با را nام مرحله ي همینطور و a۲ با را دوم مرحله ي ،a۱ با را اول مرحله ي نکته:

می نامند. نیز عمومی جمله ي نیز را nام جمله ي می گوییم. نیز nام جمله ي را nام مرحله ي همینطور و دوم جمله ي را
به را مثلث ها اضلاع وسط مرحله هر (در دارد وجود مثلث 16 سوم مرحله ي در و مثلث 4 دوم مرحله ي در مثلث، یک اول مرحله ي در زیر شکل در :2 مثال

شود). ایجاد جدید مثلث هاي تا می کنیم وصل یکدیگر

...

بنویسیم: می توانیم پس
a۱ = ۱ , a۲ = ۴ , a۳ = ۱۶ , ⋯ , an = ۲۲(n−۱)

.a۶ = ۲۲(۶−۱) = ۱۰۲۴ با است برابر که آوریم دست به شکل رسم بدون و راحتی به نیز را ششم مرحله ي در مثلث ها تعداد می توانیم an = ۲۲(n−۱) رابطه ي کمک به

خطی الگوي تعریف:
صورت به خطی الگوي هر عمومی جمله ي همچنین دارد. نام خطی الگوي یک باشد، ثابت عددي آن متوالی جمله ي دو هر تفاضل که الگو هر

می نامیم. غیرخطی الگوي را نباشد خطی که الگو هر ضمناً است. an = an + b

بنویسید: را یک هر عمومی جمله می کنند. معرفی خطی الگوي یک همگی زیر موارد :3 مثال
فرد؛ اعداد الف)

,۲؛ ۵, ۸,⋯ اعداد ب)
است. آمده 1 مثال شکل در که اضلاعی پ)

بنویسید: را یک هر عمومی جمله می کنند. معرفی غیرخطی الگوي یک همگی زیر موارد :4 مثال
4؛ از شروع با کامل مربع اعداد الف)

,۰؛ ۲, ۸, ۲۶, ۸۰,⋯ اعداد ب)
است. آمده 2 مثال شکل در که مثلث هایی تعداد پ)

بود؟ خواهد چند آن بیستم جمله ي باشد، 18 با برابر دهم جمله ي و 6 با برابر پنجم جمله ي خطی الگوي یک در اگر مسئله:
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دنباله تعریف:
گوییم. دنباله را گیرند قرار هم سر پشت ترتیب به که عدد تعداد هر

می دهیم. نمایش این با مشابه عباراتی یا و tn ،an با را آن ها عمومی جمله ي الگو ها مشابه و است الگو نوع یک دنباله  هر الف) نکته:
نیست. عمومی جمله ي داراي لزوماً دنباله هر ب)

آورید: دست به را زیر دنباله هاي عمومی جمله مسئله:

۱)۱, ۱, ۱,⋯
۲)۱, ۲, , ۳, ۴, ۵,⋯
۳)۱,−۲, ۳,−۴, ۵,⋯

۴)۳, ۶, ۹, ۱۲,⋯
۵)۵, ۲۵, ۱۲۵,⋯
۶) ۱

۲ ,
۲
۳ ,

۳
۴ ,⋯

۷)۱/۹, ۱/۹۹, ۱/۹۹۹, ۱/۹۹۹۹,⋯

سعدي:

م خار ن ا از وردن وان ما م ر م ن ا از دن وان با د
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ه

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
آن انواع و دنباله چهارم: درس اول، فصل

مقدماتی بخش
حسابی دنباله ي تعریف:

گفته حسابی دنباله ي یک می آید، دست به خودش از قبل جمله ي به ثابت مقداري شدن اضافه با اول)  جمله ي جز (به آن جمله ي هر که دنباله  اي به
می دهیم. نشان d با و می گوییم حسابی دنباله ي قدرنسبت را عدد آن و می شود

بیابید. را آن ها عمومی جمله ي سپس و آورید دست به را یک هر قدرنسبت ابتدا هستند. حسابی دنباله هاي همگی زیر دنباله هاي :1 مثال

۱)۳, ۱۰, ۱۷, ۲۴,⋯
۲)۱۰, ۲۰, ۳۰,⋯
۳)۱۹, ۲۰, ۲۱, ۲۲,⋯
۴)۹, ۶, ۳, ۰,−۳,⋯

۵) − ۴,−۶,−۸,⋯

۶) − ۲۰,−۱۶,−۱۲,⋯

۷) ۱
۲ ,−

۱
۲ ,−۱,⋯

است. دنباله قدرنسبت d و دنباله اول جمله ي a۱ آن در که است an = a۱ + (n − ۱)d صورت به حسابی دنباله ي هر عمومی جمله ي نکته:
بنویسید. را دنباله ها تمام عمومی جمله ي است. حسابی یک کدام که کنید مشخص زیر دنباله هاي در :2 مثال

۱)۲,−۲, ۲,−۲,⋯

۲)۴, ۷, ۱۰,⋯
۳) ۱

۲ ,
۱
۴ ,

۱
۸ ,⋯

۴) ۱
۲ ,

۱
۴ ,

۱
۶ ,⋯

۵)۱, ۵
۳ ,

۷
۳ ,⋯

۶)√۱,√۲,√۳,⋯
۷)√۳,√۳ + ۱,

√
۳ + ۲,⋯

است؟ چند چهارم و بیست و بیستم جمله ي مجموع است؟ −۴۷ با برابر چندم جمله ي ۳, ۱,−۱,⋯ حسابی دنباله ي در :3 مثال

را دنباله این یکم و بیست جمله ي است. 25 دوازدهم و دهم جمله ي دو مجموع و 5 حسابی دنباله ي یک دوازدهم جمله ي از دهم جمله ي تفاضل :4 مثال
بیابید.

حسابی واسطه ي تعریف:
گوییم. b و a حسابی واسطه ي را c آنگاه دهد حسابی دنباله ي یک تشکیل a, c, b که دهیم قرار b و a عدد دو بین چنان را c مانند عددي اگر

a, a+b
۲ , b بود: خواهد b−a

۲ با برابر قدرنسبت صورت این در که c = a+b
۲ باید باشد b و a حسابی واسطه  ي c عدد آنکه براي نکته:

می کنیم: درج حسابی واسطه  یک ۴ و ۲
√
۵ عدد دو بین :5 مثال

۲
√
۵,
√
۵ + ۲, ۴,⋯
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عبارت آن هفتم جمله ي مثلاً آورد؛ دست به می توان نیز را بعدي جملات نتیجه در و an = ۲
√
۵+ (n− ۱)(۲−√

۵) با است برابر دنباله این عمومی جمله ي
.a۷ = ۱۲ − ۴

√
۵ از است

بیابید. را a, ۱ − ۲a, ۳a − ۱,⋯ حسابی دنباله ي عمومی جمله ي :6 مثال

هندسی دنباله ي تعریف:
گفته هندسی دنباله ي یک می آید، دست به خودش از قبل جمله ي در ثابت مقداري شدن ضرب با اول)  جمله ي جز (به آن جمله ي هر که دنباله  اي به

می دهیم. نشان r یا q با و می گوییم هندسی دنباله ي قدرنسبت را عدد آن و می شود

بیابید. را آن ها عمومی جمله ي سپس و آورید دست به را یک هر قدرنسبت ابتدا هستند. هندسی دنباله هاي همگی زیر دنباله هاي :7 مثال

۱)۴, ۸, ۱۶,⋯
۲) ۱

۳ , ۶, ۴۵,⋯

۳) − ۱, ۲,−۴, ۸,⋯

۴) ۱
۲ ,

۱
۴ ,

۱
۸ ,⋯

۵) ۱
۵ ,

۱
۲ ,

۵
۴ ,⋯

۶)۰/۲, ۰/۰۲, ۰/۰۰۲,⋯
۷)√۲, ۲, ۲√۲, ۴,⋯

است. دنباله قدرنسبت q و دنباله اول جمله ي a۱ آن در که است an = aq
n−۱ صورت به هندسی دنباله ي هر عمومی جمله ي نکته:

بنویسید. را دنباله ها تمام عمومی جمله ي است. هندسی یک کدام که کنید مشخص زیر دنباله هاي در :8 مثال

۱)۱, ۱, ۱, ۱, ۱
۲)۶, ۳۶, ۶۶,⋯
۳) ۱

۲ ,
۱
۳ ,

۱
۴ ,⋯

۴) ۱
۵ ,−

۱
۲۵ ,

۱
۱۲۵ ,⋯

۵)۳, ۲, ۴
۳ ,⋯

۶) ۱
۲ , ۱, ۲,⋯

بیابید. را هفتم و پنجم جمله ي تفاضل است؟ 128 برابر چندم جمله ي ،
√
۲, ۴, ۸

√
۲,⋯ هندسی دنباله ي در :9 مثال

بیابید. را سوم جمله ي به هفتم جمله ي نسبت ،a, ۲a, ۴a,⋯ هندسی دنباله ي در :10 مثال

هندسی واسطه ي تعریف:
گوییم. b و a هندسی واسطه ي را c آنگاه دهد هندسی دنباله ي یک تشکیل a, c, b که دهیم قرار b و a عدد دو بین چنان را c مانند عددي اگر

a,
√
ab, b بود: خواهد

√
b√
a

با برابر قدرنسبت صورت این در که c = ±
√
ab باید باشد b و a هندسی واسطه  ي c عدد آنکه براي نکته:

کنید: درج هندسی واسطه ي یک ۴
۳ و ۳

۴ عدد دو بین :11 مثال

۳
۴ ,

√
۳
۴
۴
۳ ,

۴
۳ ,⋯ ⇒

۳
۴ , ۱,

۴
۳ ,⋯
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مهم: و دشوار مثال چند
است؟ کدام دنباله قدرنسبت است. 28 برابر آن ها حاصل ضرب و 12 برابر حسابی دنباله اي متوالی جمله ي سه مجموع :12 مثال

بیابید. را دنباله این پنجم جمله ي x مقدار باشد هندسی دنباله ي یک ۲۲x−۱
, ۴۴x

, ۸۸x+۱
,⋯ اگر :13 مثال

حاصل دنباله ي هشتم جمله ي به پنجم جمله ي نسبت کنیم، حذف را فرد جمله ي شماره ي با جملات اگر ۳, ۶, ۹,⋯ حسابی دنباله ي در اگر :14 مثال
چیست؟

دارند؟ 400 از کم تر مشترك جمله ي چند bn = ۵n + ۱ و an = ۴n − ۱ دنباله ي دو :15 مثال

است؟ سوم جمله ي برابر چند اول و پنجم جملات مجموع است. جمله دومین برابر سه سوم و اول جملات مجموع هندسی دنباله اي در :16 مثال

بیابید. را هندسی دنباله ي قدرنسبت هستند. هندسی دنباله اي متوالی جمله ي سه حسابی، دنباله ي یک دوازدهم و پنجم دوم، جملات :17 مثال

جدید دنباله ي 65ام جمله ي می کنیم. جمع ... و ۶
۳ با را سوم جمله ي ، ۷۳ با را دوم جمله ي ، ۸۳ با را نخست جمله ي ۱, ۵

۳ ,
۷
۳ ,⋯ حسابی دنباله ي در :18 مثال

است؟ چند

(۱), (۳, ۵), (۷, ۹, ۱۱),⋯ باشد دسته ي آن شماره ي با برابر دسته هر جملات تعداد که می کنیم دسته بندي طریقی به را فرد طبیعی اعداد :19 مثال
بیابید؟ را بیستم دسته ي در آخر جمله ي

بیابید. را a − b می باشند. هندسی دنباله ي یک از متوالی جمله ي چهار ۲a, ۴
√
۲, ۲b, ۱۶

√
۲ اعداد :20 مثال
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ه

تکمیلی بخش
. b−a
m

با بود خواهد برابر قدرنسبت صورت این در دهیم، قرار حسابی واسطه ي m ،b و a عدد دو بین آنکه براي نکته:
بیابید. را شده نوشته عدد کوچک ترین می نویسیم. حسابی واسطه ي چهار

√
۲ − ۵ و

√
۲ + ۵ عدد دو بین :21 مثال

.an + am = ap + aq آنگاه n +m = p + q اگر نکته:
بیابید. را a۲ + a۴ + a۶ + a۸ عبارت حاصل .a۳ + a۷ = ۲۰ حسابی دنباله ي یک در :22 مثال

. m+۱
√

b

a
با بود خواهد برابر قدرنسبت صورت این در دهیم، قرار هندسی واسطه ي m ،b و a عدد دو بین آنکه براي نکته:

بیابید. را حاصل دنباله ي قدرنسبت مربع می کنیم. درج هندسی واسطه ي هفت ،۱۶
√
۲ و

√
۲ عدد دو بین :23 مثال

.anam = apaq آنگاه n +m = p + q اگر نکته:
بیابید. را t۲t۴t۶t۸ حاصل ،t۱t۲⋯t۹ = ۸ هندسی دنباله اي در :23 مثال

بازگشتی دنباله ي تعریف:
می گوییم. بازگشتی دنباله ي را باشد وابسته ماقبل جملات به آن عمومی جمله ي که دنباله اي

است: آمده آن ها عمومی جمله ي که هستند بازگشتی دنباله هاي از نمونه هایی زیر موارد :24 مثال

۱)۱, ۱, ۲, ۳, ۵, ۸, ۱۳,⋯ an = an+۱ + an+۲

۲)۰, ۲, ۶, ۱۲, ۲۴,⋯ an = ۲an−۱ + ۲

است؟ سوم جمله ي برابر چند هشتم جمله ي .an = ۲an−۱ + ۱ داریم n ⩾ ۲ هر براي و a۱ = ۱ اعداد دنباله ي یک در :25 مثال

سعدي:

باش اه م ت  ز دم با زد ی یا ن، دا دی ت
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ه
تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
مثلثاتی روابط اول: درس دوم، فصل

برابرند. یکدیگر با متناظر اضلاع نسبت یعنی هستند؛ متشابه یکدیگر با مثلث دو آن آنگاه باشند برابر دیگر، مثلث از زاویه دو با مثلث یک از زاویه  دو اگر یادآوري:

A

B

C

A′

B′

C ′

ABC ∼ A′B′C ′ ⇒ AB

A′B′ =
AC

A′C ′ =
BC

B′C ′

مقابل ضلع را BC ،A به مجاور ضلع را AC ضلع ،A زاویه ي با متناسب ضلع آنگاه باشد C قائمه ي زاویه ي با قائم الزاویه مثلث یک ABC اگر قرارداد:
می نامیم. وتر را AB و A به

A

B

C

A زاویه ی به مقابل ضلع

وتر

A زاویه ی به مجاور ضلع

مثلث هاي تمام در زیر، نسبت هاي پس هستند. متشابه باشند داشته قائم زاویه ي از غیر یکسان زاویه ي یک که قائم الزاویه اي مثلث دو هر نکته:
هستند. برقرار باشد، A زاویه ي با برابر آن زاویه ها ي از یکی که قائم الزاویه اي

A

B

C

AC

A١C١
=

AB

A١B١
=

BC

B١C١
⇒



AC

AB
=

A١C١

A١B١

BC

AB
=

B١C١

A١B١

BC

AC
=

B١C١

A١C١

⇒



AC

AB
=

A١C١

A١B١
=

A٢C٢

A٢B٢
=

A٣C٣

A٣B٣
=

A زاویه ی به مجاور ضلع
وتر

BC

AB
=

B١C١

A١B١
=

B٢C٢

A٢B٢
=

B٣C٣

A٣B٣
=

A زاویه ی به مقابل ضلع
وتر

BC

AC
=

B١C١

A١C١
=

B٢C٢

A٢C٢
=

B٣C٣

A٣C٣
=

A زاویه ی به مقابل ضلع
A زاویه ی به مجاور ضلع

A١

B١

C١

A٢

B٢

C٢

A٣

B٣

C٣

مثلثاتی نسبت هاي تعریف:
کرد: معرفی زیر صورت به می توان B و A زاویه ي براي مثلثاتی رابطه ي نوع چهار ،C قائم زاویه ي با ABC قائم الزاویه ي مثلث در

A زاویه ي

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sinA = A زاویه ي به مقابل ضلع
وتر = BC

AB

cosA = A زاویه ي به مجاور ضلع
وتر = AC

AB

tanA = A زاویه ي به مقابل ضلع
A زاویه ي به مجاور ضلع = BC

AC

cotA = A زاویه ي به مجاور ضلع
A زاویه ي به مقابل ضلع = AC

BC

B زاویه ي

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

sinB = B زاویه ي به مقابل ضلع
وتر = AC

AB

cosB = B زاویه ي به مجاور ضلع
وتر = AB

AB

tanB = B زاویه ي به مقابل ضلع
B زاویه ي به مجاور ضلع = AC

BC

cotB = B زاویه ي به مجاور ضلع
B زاویه ي به مقابل ضلع = BC

AC

A

B

C

1



 

دست آورید. به قائم غیر زاویه ي دو براي را چهارگانه مثلثاتی نسبت هاي زیر مثلث هاي در :1 مثال

A

B

C

A

B

C

١٠

٨

۴

۵

بیاوریم، دست به مثلثی در را A مانند زاویه یک کتانژانت یا و تانژانت کسینوس، سینوس، نسبت هاي بتوانیم اگر درس، نکته ي اولین به توجه با الف) نکته:
است. یکسان دارند، A زاویه ي که قائم الزاویه اي مثلث هاي تمام در نسبت این

راحتی به هستند، معروف خاص زوایاي به که زوایا از برخی اما نیستند. محاسبه قابل راحتی به مثلث، اضلاع داشتن بدون زوایا، همه ي مثلثاتی نسبت هاي ب)
اند. آمده بعد نکته در که می باشند محاسبه  قابل

بنویسید. را آن ها درستی اثبات است. آمده زیر جدول در ۶۰◦ و ۴۵◦ ،۳۰◦ زوایاي مثلثاتی نسبت نکته:

مثلثاتی روابط ۳۰◦ ۴۵◦ ۶۰◦

sinA
۱
۲

√
۲
۲

√
۳
۲

cosA

√
۳
۲

√
۲
۲

۱
۲

tanA

√
۳
۳ ۱

√
۳

cotA
√
۳ ۱

√
۳
۳

می کند. پیدا افزایش ،۹۰◦ تا ۰◦ از زاویه افزایش با سینوس مثلثاتی نسبت الف) نکته:
می کند. پیدا کاهش ،۹۰◦ تا ۰◦ از زاویه افزایش با کسینوس مثلثاتی نسبت ب)

می کند. پیدا افزایش ،۹۰◦ تا ۰◦ از زاویه افزایش با تانژانت مثلثاتی نسبت پ)
می کند. پیدا کاهش ،۹۰◦ تا ۰◦ از زاویه افزایش با کتانژانت مثلثاتی نسبت الف)

بیابید. را شده خواسته مجهولات مقدار زیر مثلث هاي در :2 مثال

A

B

C

٣٠◦

٢

x
y

A

B

C

x
۴

√
١٢

y

است؟ محیط برابر چند مساحت زیر، مثلث در :3 مثال

٣٠◦

۶

۶٠◦

سطح از ارتفاعی چه به موشک زاویه، همین با متر ۲۰۰۰ طی از پس می شود. پرتاب ۳۰◦ زاویه با و زمین سطح از متري ۱۵ ارتفاع در موشک یک :4 مثال
می رسد؟ زمین

2



 

ABC مثلث در نمادین بیان به ضلع. دو آن بین زاویه ي سینوس در مثلث یک از ضلع دو حاصل ضرب با است برابر دلخواه مثلث هر مساحت نکته:
داریم:

SABC = ۱
۲ (ارتفاع)(قاعده) = ۱

۲AB ×BC × sin B̂ = ۱
۲AC × CB × sin Ĉ = ۱

۲AB ×AC × sin Â

کنید. حساب طریق چند به را بزرگ مثلث مساحت سپس و بیابید را زیر مثلث اجزاي تمام ابتدا :5 مثال

٣
٣٠◦ ۴۵◦

بیابید. را زیر عبارت هاي حاصل :6 مثال

(sin ۶۰ − sin ۴۵)(cos ۳۰ + cos ۴۵) − (tan ۳۰ − tan ۴۵)(cot ۶۰ + cot ۴۵)
sin ۳۰ + cos ۶۰ − tan ۴۵
cot ۳۰ × tan ۳۰ + sin ۴۵

۲ tan ۴۵ + ۴ sin۲ ۳۰ − cot
۲ ۶۰

بیابید. زیر تساوي از را x مقدار :7 مثال
tan ۶۰ + − tan ۳۰
۱ + tan ۶۰ tan ۳۰ = cotx

:1 درس تمرین

بنویسید. قائم غیر زاوایاي براي را مثلثاتی نسبت هاي تمام هستند. 12 و 9 با برابر هم بر قائم اضلاع قائم الزاویه، مثلث یک در . 1

بنویسید. دیگر قائم غیر زاویه ي براي را مثلثاتی نسبت هاي تمام است. درجه ۳۰ با برابر زوایا از یکی ،5 وتر با قائم الزاویه مثلث یک در . 2

کنید. ساده را زیر عبارات . 3

۱)(sin ۳۰ + cos ۳۰)۲ − ۶ tan۲ ۳۰

۲) tan ۳۰
sin ۳۰ −

sin ۶۰
cos۲ ۴۵

۳)cot۲ ۴۵
cos ۶۰ − sin ۳۰ cos ۶۰

بیابید. را sin۲
A + cot

۲
A − cos

۲
B حاصل باشد، AB =

√
۵ و BC =

√
۳ اگر ،B قائم زاویه ي با ABC قائم الزاویه مثلث در . 4

بیابید. را مثلث مساحت .AB = ۸ و AC =
√
۳ ،B̂ = ۷۲◦ ،Ĉ = ۴۸◦ ،ABC مثلث در . 5

سعدي:

ود مان ر از ود ر ش ت آ ی صادق ق عا ت
3



 

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
مثلثاتی دایره ي دوم: درس دوم، فصل

مثلثاتی دایره ي تعریف:
گوییم. مثلثاتی دایره ي را واحد شعاع و مبدأ مرکز به دایره ي مختصات، دستگاه در

عقربه هاي حرکت جهت با موافق اگر و مثبت را آمده دست به زاویه ي کنیم، حرکت ساعت عقربه هاي حرکت جهت خلاف بر اگر مثلثاتی دایره ي در قرارداد:
می گیریم. نظر در منفی آمده دست به زاویه ي کنیم، حرکت ساعت

٣٠◦
١٢٠◦

−٢۴٠◦

١٨٠◦٩٠◦

٢٧٠◦ −٩٠◦
−٣٠◦

−١٠٠◦

٣٠٠◦
اول دومربع ربع

سوم ربع چهارم ربع

می باشد. سینوس مقدار نمایشگر yها محور و کسینوس مقدار نمایشگر xها محور مثلثاتی، دایره ي در نکته:

P

QO

α

R

cosα =
OQ

١
⇒ cosα = OQ

sinα =
PQ

١
⇒ sinα = RO

کتانژانت و تانژانت ولی منفی کسینوس و سینوس سوم ربع در منفی، مابقی و مثبت سینوس دوم ربع در مثبت، مثلثاتی نسبت هاي تمام اول ربع در نکته:
نسبت که می شود گفته مرزي زوایاي ۳۶۰◦ و ۲۷۰◦ ،۱۸۰◦ ،۹۰◦ ،۰◦ زوایاي به همچنین هستند. مثبت مابقی و منفی سینوس چهارم ربع در نهایت در و مثبت

می آیند. دست به زیر صورت به مثلثاتی دایره ي کمک به آن ها مثلثاتی

۰◦ ۹۰◦ ۱۸۰◦ ۲۷۰◦

sin ۰ ۱ ۰ −۱

cos ۱ ۰ −۱ ۰

tan ۰ ن ت ۰ ن ت
cot ن ت ۰ ن ت ۰

١
٢

√
٢
٢

√
٣
٢

√
٣
٢√
٢
٢

١
٢

٣٠◦

۴۵◦

۶٠◦

cos

sin

cos

sin

٠◦

٩٠◦

١٨٠◦

٢٧٠◦

٣۶٠◦

cos > ٠, sin > ٠
tan > ٠, cot > ٠

cos < ٠, sin > ٠
tan < ٠, cot < ٠

cos > ٠, sin < ٠
tan < ٠, cot < ٠

cos < ٠, sin < ٠
tan > ٠, cot > ٠

می کنند. صدق زیر روابط در کتانژانت و تانژانت نکته:

tanα = sinα
cosα cotα = cosα

sinα

کتانژانت و تانژانت مقدار چرا؟ دارد. قرار سوم ربع در زاویه اي چنین انتهاي است. −
√
۳
۲ با برابر آن کسینوس و − ۱

۲ با برابر زاویه اي یک سینوس :1 مثال
بیابید. را زاویه این

1



 

است: 1 با برابر همواره زاویه آن کسینوس مربع و زاویه آن سینوس مربع مجموع α مانند زاویه هر براي نکته:

cos
۲
α + sin

۲
α = ۱

است. یکسان کسینوس و سینوس مثلثاتی نسبت دو هر در زاویه باشید داشته دقت رابطه این در
بیابید. را زاویه این کتانژانت و تانژانت کسینوس، مقدار است. ۳

۵ با برابر آن سینوس مقدار و دارد قرار دوم ربع در زاویه اي یک انتهاي کنید فرض :2 مثال

است؟ − ۱
۲ با برابر زاویه هایی چه کسینوس است؟

√
۲
۲ با برابر مثلثاتی دایره ي در زاویه هایی چه سینوس :3 مثال

بیابید. نیز را زوایا این کتانژانت و تانژانت کسینوس، است؟ −
√
۳
۲ با برابر زاویه هایی چه سینوس :4 مثال

کنید: مرتب بزرگ به کوچک از ترتیب به را زیر مقادیر :5 مثال

sin ۰, sin ۲۰, sin ۳۰, sin ۴۵, sin ۶۰, sin ۹۰, sin ۱۰۰, sin ۱۲۰, sin ۱۳۵, sin ۱۵۰, sin ۱۷۰, sin ۱۸۰, sin ۲۰۰, sin ۲۱۰, sin ۳۳۰

دارد؟ قرار ربعی چه در α زاویه ي انتهاي آنگاه sinα tanα > ۰ و sinα cosα < ۰ اگر :6 مثال

بیابید. را مثلثاتی نسبت هاي سایر آنگاه cot θ ⋅ sin θ > ۰ و sin θ = − ۳
۴ اگر :7 مثال

2



 

بیابید. را مثلثاتی نسبت هاي سایر آنگاه ،sinα ⋅ tanα < ۰ و cotα = ۲ اگر :8 مثال

می سازد. xها محور مثبت قسمت به خط که است زاویه  اي تانژانت با برابر دکارتی صفحه ي در خط یک شیب نکته:

l
l′

l

A

B

C

خط شیب =
yC − yA
xC − xA

= tan Â

کند. قطع ۲ نقطه ي در xها محور و بسازد ۳۰◦ زاویه ي xها محور مثبت قسمت با که بنویسید را خطی معادله ي :9 مثال

بیابید. نیز را زاویه آن کسینوس و سینوس می کند؟ قطع زاویه اي چه با را xها محور می گذرد، (۳, ۲) و (۲, ۱) نقاط از که خطی :10 مثال

است: برقرار مثلثاتی دایره ي در زیر نسبت بنابراین است. ۲π با برابر مثلثاتی دایره ي محیط نکته:

۳۶۰◦

α = ۲π
R

α

R

رادیان تعریف:
دست به فوق رابطه ي از و می دهیم نمایش R نماد با را آن معمولاً و می نامیم رادیان را دارد قرار α زاویه ي روبروي که مثلثاتی دایره ي محیط از بخشی

می آید.

شده اند: آورده رادیان حسب بر خاص زاوایاي از برخی زیر جدول در نکته:

زاویه ۰◦ ۳۰◦ ۴۵◦ ۶۰◦ ۹۰◦ ۱۲۰◦ ۱۳۵◦ ۱۵۰◦ ۱۸۰◦ ۲۷۰◦ ۳۶۰◦

رادیان ۰ π
۶

π
۴

π
۳

π
۲

۲π
۳

۳π
۴

۵π
۶ π ۳π

۲ ۲π

3



 

آورید. دست به رادیان حسب بر را درجه 200 است؟ درجه چند حدوداً رادیان، 1 هر :11 مثال

بیابید. را زیر مقادیر حاصل :12 مثال

۱) sin(π +
π
۴ ) cos(π −

π
۴ )

۲) cos۲ ۵π۴ + sin
۷π
۶

۳) sin ۳۱π
۴ + cos

۱۰۵π
۴ + tan

۴۳π
۴

:2 درس تمرین

بیابید: را زیر مقادیر حاصل . 1

sin(−۱۲۰) − sin ۱۲۰ cos
π
۴ + cos ۶۰ tan

۲π
۳ ×

√
۲ cos

π
۴ − cot

π
۴

sin(−π
۳ ) cos(π − π

۴ ) tan(−۶۰) sinπ − tan(−۲۷۰)
بیابید. را cotα − tanα مقدار آنگاه ،sinα = − ۴

۵ و باشد مثلثاتی سوم ناحیه ي در زاویه اي α اگر . 2

بیابید. را cosα براي ممکن مقادیر تمام باشد، sinα = ۱
۳ اگر . 3

بیابید. را α زاویه ي به مربوط مثلثاتی راوبط تمام آنگاه sinα cosα < ۰ و sinα = ۲
۳ اگر . 4

بیابید. را θ زاویه ي به مربوط مثلثاتی راوبط تمام آنگاه sin θ < ۰ و tan θ = ۱
۲ اگر . 5

بیابید. را cos ۲۴۰◦ + cot ۲۴۰◦ حاصل باشد، tan ۲۴۰◦ =
√
۳ اگر . 6

بیابید. را cotβ − sinα −
√
۳ حاصل است، سوم ربع در β که sinβ = − ۱

۲ و چهارم ربع در α که cosα = ۳
۷ اگر . 7

بگذرد. (۱, ۱) نقطه ي از و بسازد ۲π
۳ زاویه ي طول ها محور مثبت قسمت با که بنویسید را خطی معادله ي . 8

بیابید. را طول ها محور مثبت جهت و ۵y − ۲x = ۳ خط بین زاویه ي کتانژانت . 9

اعتصامی: پروین

ی ورو ن ث با ود ان د ی رو ز از ن
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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
مثلثاتی) (اتحادهاي مثلثاتی نسبت هاي بین روابط سوم: درس دوم، فصل

کنید. اثبات را آن ها شده اند. ارائه مثلثاتی اتحاد هاي از تعدادي زیر در نکته:

۱) tanα = sinα
cosα , cotα = cosα

sinα

۲) tanα = ۱
cotα , tanα cotα = ۱

۳) cos۲ α + sin
۲
α = ۱

۴) tan۲
α + ۱ = ۱

cos۲ α
, cot

۲
α + ۱ = ۱

sin۲ α

۵) cos۲ α = (۱ − sinα)(۱ + sinα) , sin
۲
α = (۱ − cosα)(۱ + cosα)

۶) cos۴ + sin
۴ = ۱ − ۲ sin۲

α cos
۲
α

کنید. ثابت فوق مثلثاتی اتحاد هاي کمک به را، زیر اتحاد هاي از یک هر درستی :1 مثال

۱) tan
۲
x

۱ + tan۲ x
+

cot
۲
x

۱ + cot۲ x
= ۱

۲) sinx
۱ + cosx

+
۱ + cosx
sinx

= ۲
sinx

۳) cos۲ θ(۲ + tan
۲
θ) + sin

۲
θ = ۲

1



 

۴) ۲
cos۲ α

−
۱

cos۴ α
= ۱ − tan

۴
α

۵) ۱
sin۴ θ

−
۱

sin۲ θ
− cot

۴
θ = cot

۲
θ

۶)(۱ + tanx)(۱ + cotx) − ۱
sinx cosx

= ۲

بیابید. را ۲ sinx + cosx
− cosx + sinx

مقدار آنگاه cotx = ۳ هرگاه :2 مثال

حافظ:

رس دان دم از م ی  ی ز ت ی ش آزار
2



 

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
گویا توان و nام ریشه ي سوم: و دوم اول، درس سوم، فصل

.y = x
n هرگاه است x عدد nام ریشه ي y دیگر، بیان به شود؛ x با برابر برسد n توان به اگر که است عددي با برابر x عدد nام ریشه ي یادآوري:

هستند. ۴ عدد nام ریشه ي −۲ و ۲ اعداد الف) :1 مثال
می باشد. −

√
۲۷ و

√
۲۷ دوم ریشه ي دو داراي عدد این همچنین می باشد. 3 با برابر که دارد سوم ریشه ي یک تنها 27 عدد ب)

می باشد. −۲ و ۲ چهارم ریشه ي دو و ۴ سوم ریشه ي یک داراي همچنین می باشد. −۸ و ۸ دوم ریشه ي دو داراي 64 عدد پ)
است. نمایش قابل x

m
n شکل به n

√
xm صورت به عدد هر همچنین می دهیم. نمایش n

√
x نماد با را x عدد nام ریشه ي نمادگذاري:

می باشند. یکدیگر قرینه ي که هستند زوج ریشه ي دو داراي مثبت، اعداد همچنین ندارند. زوج ریشه ي منفی، اعداد الف) نکته:
دارند. فرد ریشه ي یک تنها حقیقی اعداد تمام ب)

کنید. حل را زیر معادلات :2 مثال

۱)x۲ − ۳ = ۰

۲)x۳ + ۱۲۵ = ۰

۳)x۲ + ۱ = ۰

۴)x۴ − ۸ = ۱

۵)x۵ − ۸ = ۱

باشند). مثبت b و a باید باشد زوج n (اگر n
√
a < n

√
b آنگاه a < b اگر ،b و a حقیقی عدد دو هر براي الف) نکته:

(اگر m
√
a < n

√
a آنگاه ،۰ < a < ۱ اگر و n

√
a < m

√
a آنگاه ،a > ۱ که باشد حقیقی عددي a اگر m < n اگر ،n و m طبیعی عدد دو هر براي ب)

باشد). مثبت نیز a باید باشد زوج n یا m
کنید. مرتب کوچک به بزرگ از را زیر اعداد :3 مثال

۱)√۰٫۲,
√
۲٫۵, ۴√۴,

√
۵, ۳√۲, ۳√۶۴,

√
۰٫۱

۲) ۳√−۲۷, ۴
√(−۲)۴,√۲,− ۵

√(−۳۲)۵, ۳√۲

. n
√
an = ∣a∣ آنگاه باشد زوج n اگر الف) نکته:

n
√
an = a آنگاه باشد فرد n اگر ب)

بنویسید. را زیر عبارات از یک هر حاصل :4 مثال

۴
√(۲ − √

۵)۴ + ۶
√(۳ −

√
۵)۶

آنگاه: باشد طبیعی عدد یک n و حقیقی عدد یک b و a اگر نکته:

۱) n
√
a × n

√
b = n

√
ab

۲) n
√
anb = a

n
√
b فرد n

۳) n
√
anb = ∣a∣ n

√
b زوج n

۴) m
√

n
√
a = mn

√
a

بیابید. را زیر عبارت هاي حاصل :5 مثال
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۱) ۹
√
۵ −

√
۲۴ × ۹

√
۵ +

√
۲۴

۲) ۷
√
۳ −

√
۸

۷
√

۱
۳+

√
۸

کنید. ساده را زیر عبارت هاي :6 مثال

۱) ۶√۶۴a۱۲b۶

۲) ۷
√
x۸y۱۵

کنید. تعیین را b و a بودن منفی و مثبت آنگاه ، ۴√
a۴b۲ = −a

√
−b اگر :7 مثال

بیابید. را زیر مقادیر حاصل :8 مثال

۱)(√۱۸ −
√
۲) ۱

۴ × (√۱۸ +
√
۲) ۱

۴

۲)(۲√۲) ۱
۹ × ۵

√
۲
۶√۲

داد. نشان زیر صورت به محور روي می توان خلاصه طور به را قبل نکات نکته:

٠ ١ ٢−١−٢

٠ ١ ٢−١−٢

است شده متناظر آن سوم ریشه ی به عدد هر

٠ ١ ٢−١−٢

٠ ١ ٢−١−٢

است شده متناظر آن دوم ریشه ی به عدد هر

کنید. مقایسه یکدیگر با را ( ۱√
۵
) ۱۲ و ( ۱۵ ) ۱

۳ عدد دو :9 مثال
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دارد. قرار صحیح عدد دو کدام بین که کنید مشخص سپس و آورده دست به را زیر عبارات حاصل :10 مثال

۱)(√۳ −
√
۲) ۱

۱+
√
۲ (√۳ +

√
۲)√۲−۱

۲)√ ۳
۲۵ + ۳

√
۳
۴۹ −

√
۲۷
۴

۳) ۴
√
۷ −

√
۱۳ × ۴

√
۷ +

√
۱۳

۴) ۶√۱۲ × ۴√۵۴ × ۳
√
۲ ۴√۶

۵) √
۳ +

√
۲√

۱۵ +
√
۱۰

کنید. مشخص را زیر موارد از یک هر نادرستی یا درستی :11 مثال

−۹ < ۳√−۴۹۷ < −۸ ۴ < ۴√۵۰۱ < ۵ −۳ < ۵√−۱۰۰ < −۲ ۲ < ۳√۲۵ < ۳

−۱ < ۳√−۲ < ۷√−۳ ۴√۵ < ۵√۷ < ۱ −۱ < ۵√−۵ < ۳√−۳ ۳√۵ < ۴√۶ < ۱

بنویسید. توان دار صورت به را ۳ ۳√۵ پنجم ریشه ي :12 مثال

بنویسید. توان دار صورت به را (۲ − √
۳) ۳

۲ (۲ + √
۳) ۴

۳ ×
۳
√√

۲ عبارات حاصل :13 مثال
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داد؟ قرار می توان طبیعی عدد چند x جاي به باشد، ۲ < ۴√x ⩽ ۳ اگر :14 مثال

آورید. دست به را زیر عبارات از یک هر حاصل :15 مثال

۱) ⎛⎜⎜⎝ ۵

√
−۲

√
۱
۸
⎞⎟⎟⎠
۴۰

۲) ۳

√
۲x
√

۱
۴x۲ x < ۰

۳)( ۳
√(−۶۴)۲)− ۱

۴

۴)(۶۲۵۱۶ ) ۳
۸ × (۲٫۵)−۲٫۵

بیابید. را m + n مقدار کمترین آنگاه
⎛⎜⎝ ۳√۱۶

۵
√

۱
۶۴

⎞⎟⎠
۲

= ۲
m
n اگر :16 مثال

بیابید. را ۸۱y+۱

۱۶x حاصل ،۳y =
√
۲ و ۲x =

√
۳ اگر :17 مثال

بنویسید. توان دار صورت به را ۱√
۶ − ۲

√
۵ −

√
۵

عبارت حاصل :18 مثال

حافظ:

د ما د وا م ز ن د ما نان د ما د وا م ایام ده ید ر
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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
جبري عبارات چهارم: درس سوم، فصل
می باشد. زیر شرح به خوانده ایم پیش سال در که اتحاد هایی از برخی یادآوري:

اتحاد نام اتحاد جبري عبارت
دوجمله اي) (مربع کامل مربع (x + y)۲ = x

۲ + ۲xy + y
۲

دوجمله اي) (مربع کامل مربع (x − y)۲ = x
۲ − ۲xy + y

۲

مزدوج (x − y)(x + y) = x
۲ − y

۲

مشترك جمله (x + a)(x + b) = x
۲ + x(a + b) + ab

دوجمله اي) (مکعب کامل مکعب (x + y)۳ = x
۳ + ۳x۲

y + ۳xy۲ + y
۳

دوجمله اي) (مکعب کامل مکعب (x − y)۳ = x
۳ − ۳x۲

y + ۳xy۲ − y
۳

جمله اي سه مربع (x + y + z)۲ = x
۲ + y

۲ + z
۲ + ۲xy + ۲xz + ۲yz

فنجون) و (فیل لاغر و چاق (x + y)(x۲ − xy + y
۲) = x

۳ + y
۳

فنجون) و (فیل لاغر و چاق (x − y)(x۲ + xy + y
۲) = x

۳ − y
۳

بیابید. را زیر مقادیر :1 مثال

۱)(√۶ − √
۵)۲ + (√۱۰ + √

۳)۲
۲)( ۳√۳ + ۳√۴)۳
۳)(√۲ − √

۵)۲(۷ + ۲
√
۱۰)

۴)(√۲ + √
۳ + ۴√۲۴)(√۲ + √

۳ − ۴√۲۴)
۵)(√۳ −

√
۴)(√۳ −

√
۵)(۳ −

√
۵)

۶)( ۳√۲ − ۲)( ۳√۱۶ + ۳√۴ + ۳√۶۴)

.(a > b > ۰) آورید دست به را a+b
a−b

حاصل باشد، a۲ + b
۲ = ۷ab اگر :2 مثال

بیابید. را x + ۱
x

حاصل ،x < ۰ و x۲ + ۱
x۲ = ۳۲ اگر :3 مثال

1



 

بیابید. را a − b مقدار آنگاه a۲ − ۲ab + b
۲ − a + b = ۱۲ اگر :4 مثال

بیابید. را (x + ۲)(x۲ − ۲x + ۴)(x۳ − ۷) عبارت شده ي ساده :5 مثال

بیابید. را (a − ۱)۳ + ۳(a − ۱)۲ + ۳(a − ۱) + ۱ عبارت حاصل :6 مثال

بیابید. x =
√
۲ ازاي به را (x۲ − ۳x + ۲)(x۲ − x − ۶)(x۲ + ۴x + ۳)(x۲ − ۱)(x۲ − ۴)(x۲ − ۹) عبارت عددي مقدار :7 مثال

بیابید. x = ۲ ازاي به را (x۲ − ۱)(x۶ + ۱)(x۴ + x
۲ + ۱)(x۲۴ + x

۱۲ + ۱) عبارت حاصل :8 مثال

بیابید. را sin۳
x + cos

۳
x حاصل باشد، sinx + cosx = ۱

۳ اگر :9 مثال

بیابید. را x = ۳
۲۸ ازاي به را (۷x + ۲)۲ − (۷x − ۲)۲ حاصل :10 مثال

می شود. باز زیر صورت به که می نامیم بسط یک را (a + b)n صورت به عبارت هر نکته:

(x + y)n = a۱x
n + a۲x

n−۱
y + a۳x

n−۲
y
۲ +⋯+ anxy

n−۱ + an+۱y
n

می آید. دست به است زیر صورت به که خیام مثلث طریق از بسط این ضرایب

2



 

بیابید. را زیر عبارات حاصل :11 مثال

۱)(x − ۱)۳
۲)(x − ۲y)۴
۳)(x۲ + ۲xy)۵

نوشت. جبري عبارت چند از حاصلضربی صورت به را آن که معناست این به جبري عبارت یک تجزیه ي یادآوري:
دارد. اولویت امري هر بر فاکتور گیري کردن، تجزیه  در همواره دسته بندي: و فاکتور گیري (1

کنید. تجزیه امکان حد تا را زیر عبارات :11 مثال

۱)۵x۲(x − y) + ۱۰x(x − y)
۲)۱۵a۴

b
۳ + ۵a۳

b
۲

۳)a + b + ab + ۱

۴)a۲
b + ab

۲ + −a − b − ab + ۱

۵)x۳ + ۳x۲ + ۶x + ۱۸

۶)x۳ − ۲x۲ + x − ۲

۷)x۳ − ۶x۲ + ۱۲x − ۸

۸)x۴ + x
۳ − ۸x − ۸

می شود. تجزیه مزدوج اتحاد با کامل، مربع عبارت دو تفاضل صورت به عبارت هر مزدوج: اتحاد (2
کنید. تجزیه امکان حد تا را زیر جبري عبارات :12 مثال

۱)x۴
y
۲ − ۱

۲)x۳
y
۳ − xy

۳) − ۱ + ۹x۲

۴)۱۸x۵(x۲ + ۵)۳ − ۱۵x۳(x۲ + ۵)۴
3



 

۵)x۴ − ۴x۳ − ۹x۲ + ۸

۶)۲x۳ − x
۲ − ۸x + ۴

می شود. تقسیم خاص نوع سه به تجزیه نوع این مشترك: جمله  اتحاد (3
ضریب با برابر عدد دو جمع (یعنی c = c۱c۲ و b = c۱ + c۲ که شوند یافت چنان c۲ و c۱ اعداد و باشد x۲ + bx+ c صورت به دوم درجه عبارت اگر الف)

می شود. تجزیه (x + c۱)(x + c۲) صورت به عبارت این آنگاه باشد)، آخر ضریب با برابر آن ها ضرب  و وسط
ابتدا باید (یعنی c = c۱c۲ و b√

a
= c۱ + c۲ که شوند یافت چنان c۲ و c۱ اعداد و باشد کامل مربع a و ax۲ + bx+ c صورت به دوم درجه عبارت اگر ب)

شده داده عبارت صورت این در باشد). آخر ضریب آن ها ضرب و وسط ضریب با برابر آن ها جمع که یافت چنان را c۲ و c۱ اعداد سپس و کرده تقسیم b بر را √a
می شود. تجزیه (√ax + c۱)(√ax + c۲) صورت به

(ضریب a در را A = ax
۲ + bx+ c تساوي طرفین باید صورت این در نباشد. کامل مربع a و بوده ax۲ + bx+ c صورت به دوم درجه عبارت اگر پ)

می کنیم. تقسیم a بر را طرفین نهایت در و می کنیم تجزیه ب) (حالت قبل حالت کمک به را راست سمت عبارت حاصل و کرده ضرب (x۲

شود. تجزیه مشترك جمله صورت به می تواند لذا و است مشترك جمله اتحاد نوعی کامل مربع اتحاد هر نکته:
کنید. تجزیه امکان حد تا را زیر جبري عبارات :13 مثال

۱)x۲ − ۱۸x + ۸۱

۲)۲x۳ + ۶x۲ − ۸x

۳)۹x۲ + ۱۸x + ۸

۴)۲۵x۲ − ۱۰x

۵)۲۵x۲ − ۵x − ۱۲

۶)۲x۳ + ۵x۲ + ۲x

۷)x۴ − ۸x۲ − ۹

۸)۲۵x۲ + ۳۰x − ۷

۹)a۲ + b
۲ + ۲ab − ۷a − ۷b + ۱۲

۱۰)۲x۳ + ۲x۲ − ۴x

۱۱)۱۶x۴ + ۲۴x۲ − ۷

۱۲)(x۲ + x)۲ − (x۲ + x) − ۲
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صورت به اتحاد این تعمیم می شود. تجزیه (x − y)(x۲ + xy + y
۲) شکل به x۳ − y

۳ صورت به جبري عبارت هر آن: تعمیم و لاغر و چاق (4
است: آمده زیر

x
n − y

n = (x − y)(xn−۱
y + x

n−۲
y
۲ +⋯+ x

۲
y
n−۲ + xy

n−۱)
x
n + y

n = (x + y)(xn−۱
y − x

n−۲
y
۲ +⋯+ x

۲
y
n−۲ + (−۱)nxyn−۱)

کنید. تجزیه امکان حد تا را زیر جبري عبارات :14 مثال

۱)x۵ − ۱

۲)x۴ − x

۳)x۵ − ۳۲y۱۰

۴)x۶ − y
۶

۵)x۷ +
x
۲۱۶

۶)(۲x − ۱)۳ − (x + ۳)۳
۷)x۳ + ۸

۸)۸x۳ − ۲۷

کنید). مرور را آن (فرمول کرد تجزیه را جبري عبارات از برخی می توان خیام مثلث و بسط کمک به چندجمله اي: بسط (4
کنید. تجزیه امکان حد تا را زیر جبري عبارات :15 مثال

۱)x۳ + ۶x۲
y + ۲۴xy۲ + ۸y۳

۲)۲۷x۳ − ۲۷x۲ + ۹x − ۱

۳)۸x۳ − ۳۶x۲
y
۲ + ۵۴xy۴ − ۲۷y۳

۴)x۱۹ − ۳x۱۳ + ۳x۷ − x

5



 

آوردید. دست به را ك.م.م و ب.م.م زیر، عبارات از یک هر در :16 مثال

۱)(x۳ − ۲۷)۲ , (x۲ − ۹)۳

۲)x۶ − ۱ , x۴ − ۵x۲ + ۴

۳)x۳ + x
۲ − x − ۱ , x۳ − x

۲ − x + ۱

۴)(x − ۱)۳ , x۳ − ۱

۵)۲x۲ − ۹x + ۹ , x۲ + ۴x − ۲۱

۶)x۳ + ۳x۲ − x − ۳ , x
۳ + x

۲ − ۹x − ۹

۷)x۳ − ۲x۲ + x , x
۴ + x

۳ − ۲x۲
, x

۴ − x

۷)(x۲ − ۴x + ۴)۲ , ۲x۲ + ۸x + ۸

کنید. ساده را زیر گویاي عبارات :17 مثال

۱) x
۲ − x − ۶

x۲ − ۶x + ۹
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۲)x۴ + x
۳ − ۸x − ۸

x۲ − x − ۲

۳)x۴ − ۲x۳ + ۸x − ۱۶
x۲ − ۴

۴)−۶x(x۲ − ۴)۲ + ۲(x۲ − ۴)۳
x۳ − ۴x۲ − ۴ + ۱۶

۵) x
۲ + ۳x

x۲ + ۳x + ۲
−

۵x + ۳
x + ۱

۶) ۳
x − ۱ −

x

۴x − ۲x۲ − ۱
+

x
x + ۱

۷) (۲x + ۱ −
۳
x) ÷ (۲ + ۱

x + ۱)

کنید. گویا را زیر کسرهاي :18 مثال

۱) ۱
۳√۲

۲) ۳
۵√۸

۳) ۳√
۳ −

√
۲

۴) ۱√
۲ − ۱

+
۱√

۳ +
√
۲
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۵) ۱√√
۲ − ۱

۶) ۱
۳√۵ + ۳√۳

بیابید. را tan θ آنگاه باشد cot θ = ۳√۳ − ۳√۲ اگر :19 مثال

بیابید. را زیر مقادیر حاصل :20 مثال

۱)۱۰۱۲

۲)۹۹۷ × ۱۰۰۳

۳)۱۰۱۳ − ۹۸۳

مولانا:

خا از ر خاوت از ر ت ده ا ما ی ی ی از ی
8



 

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
بالاتر مراتب و دوم درجه معادلات حل اول: درس چهارم، فصل

می یابیم. را جواب ها عبارت، کل کردن تجزیه با سپس و داده انتقال تساوي طرف یک به را عبارات تمام باید ابتدا روش این در (تجزیه). اول روش
بیابید. را زیر جواب هاي از یک هر جواب :1 مثال

۱)۱۲x۳ − ۱۷x۲ + ۶x = ۰

۲)x۴ − ۴ = ۰

۳)x۳ + ۳x۲ = x + ۳

۴)a۸ − ۳۲a۴ + ۲۵۶ = ۰

۵)۶x۲ = x + ۱

۷)x۷ + x
۴ − ۱۶x۳ = ۱۶

۸)a۳ + a − ۱۰

کامل مربع اتحاد یک به دوم درجه معادله ي یک تبدیل براي می رود. کار به دوم درجه معادلات براي تنها روش این کامل). مربع به (تبدیل دوم روش
کل باید ابتدا باشد داشته ضریب x

۲ (اگر بسازید کامل مربع اتحاد یک شده اضافه مقدار به کنید. کم و اضافه را آن و رسانده دو توان به را x ضریب نصف باید
شود). تبدیل 1 به آن ضریب تا کرد تقسیم x۲ ضریب به را معادله

کنید. حل را زیر معادلات :2 مثال

۱)۳x۲ + ۶x − ۸ = ۱

۲)۲x۲ + x + ۱ = ۰

۳)۲x۲ − ۳x = ۰

۴)۲x۲ + ۳x − ۵ = ۰

۵)۲x۲ = ۶x + ۱

1



 

می دهیم: قرار و نامیده دلتا را b۲ − ۴ac مقدار است. شده داده ax۲ + bx + c = ۰ معادله ي کنید فرض (دلتا). سوم روش

∆ = b
۲ − ۴ac

دو معادله این آنگاه ∆ > ۰ اگر اما است. −b۲a با برابر و دارد جواب یک تنها معادله این آنگاه ∆ = ۰ اگر ندارد. جواب معادله این آنگاه ∆ < ۰ اگر اینصورت در
دارد: زیر صورت به متمایز جواب

x۱ =
−b +

√
∆

۲a , x۲ =
−b −

√
∆

۲a

(در بیابید دلتا روش کمک به را آن جواب هاي وجود صورت در سپس دارد. جواب چند معادله که کنید مشخص ابتدا زیر دوم، درجه ي معادلات در :3 مثال
کنید). حل را آن نیز تجزیه روش به امکان صورت

۱)x۲ − ۳x + ۴ = ۰

۲)۲x۲ = ۳

۳)۳x۲ − ۵x = ۰

۴)۲x۲ − ۳x + ۴ = ۰

۵)۳x۲ =
√
۳x − ۱

۶)x۲ + x + ۱ = ۰

۷)۲x۲ + x − ۳ = ۰

۸)x۲ = −۳x − ۱۰

۹)x۲ + ۲x + ۱ = ۰

۱۰)۳۶x۲ − ۲۴x = −۴

۱۱)x۲ − (√۳ − ۱)x =
√
۳

۱۲)x۴ − ۵x۳ + ۳x۲ + x = ۰

2



 

متغیر ها تمام که باشید داشته دقت متغیر تغییر براي کرد. ساده تر را آن حل می توان مسئله متغیر تغییر با معادلات از برخی در متغیر). (تغییر چهارم روش
کاربرد نیز بالاتر درجه ي معادلات براي روش (این بازگردانید را متغیر مقدار اولیه، حل پس که باشید داشته دقت همچنین شوند. تبدیل جدید نوع به و کنند تغییر باید

دارد).
کنید. حل متغیر تغییر روش کمک به را زیر معادلات :4 مثال

(x − ۱)۲ + ۲
√
۳(x − ۱) = ۶

۲)x۴ + ۱۰x۲ + ۹ = ۰

۳)(x۲ + x)۲ − ۱۸(x۲ + x) + ۷۲ = ۰

۴)x۶ − ۲x۳ + ۱ = ۰

۵)(۲x − ۵)۲ + ۳(۵ − ۲x) + ۲ = ۰

۶)(۳x − ۳)۲ + ۲(x − ۱) − ۱ = ۰

کنید. تعیین نیز را ریشه ها بودن مکرر و ساده کنید. حل را زیر معادلات :5 مثال

۱)x۳ − x
۲ + x − ۱ = ۰

۲)۲x۳ + ۵x۲ − ۳x − ۴ = ۰

۳)x۳ + ۳x۲ + ۴x + ۲ = ۰

۴)x۳ − ۲x۲ + ۳x − ۶ = ۰

3



 

دوم درجه ي معادله ي یک ریشه هاي ضرب و جمع
آنگاه باشند، x۲ و x۱ جواب هاي داراي ax۲ + bx + c = ۰ اگر

x۱ + x۲ =
−b
a x۱ ⋅ x۲ =

c
a

بیابید. را زیر معادلات ریشه هاي حاصل ضرب و مجموع :6 مثال

۱)x۲ − ۳x + ۴ = ۳

۲)۳x۲ − ۳ + ۴x = ۰

۳)x۲ − ۳x + ۱ = −۲x + ۴

بیابید. را معادله این ریشه هاي است. ۱۰ برابر ریشه ها مجموع x۲ − (b − ۲)x + ۲b = ۰ دوم درجه معادله ي در :7 مثال

بیابید. را معادله ریشه  هاي باشد، 5 برابر ریشه دو حاصل ضرب اگر ،۲x۲ + kx + ۱ − k دوم درجه معادله ي در :8 مثال

بیابید. را ریشه دو این مجموع هستند. یکدیگر معکوس ۲x۲ + ۳mx + ۲m = −۶ معادله ي ریشه هاي m مقدار یک ازاي به :9 مثال

است؟ دیگري از واحد 2 جواب ها از یکی a از مقداري چه ازاي به ۴x۲ − ۴x + a = ۰ دوم درجه معادله ي در :10 مثال

بیابید. را α۲ + β
۲ مقدار آنگاه باشند ۳x۲ − ۶x + ۴ = ۰ معادله ي ریشه هاي β و α اگر :10 مثال

4



 

بیابید. را (۲x − ۱)۲ = (۲ − x)۲ دوم درجه معادله ي ریشه هاي حاصل ضرب و مجموع :10 مثال

بیابید. را آن محیط باشد، مربع واحد 18 مستطیل این مساحت اگر است. بیشتر واحد 5 آن عرض برابر دو از مستطیل یک طول :11 مثال

سوددهی کالا چندمین تولید با است. واحد R(x) = −
۱
۲x

۲ + ۱۵x+ ۱ برابر آن درآمد رابطه ي و C(x) = ۹x+ ۱۱ شرکتی هزینه ي رابطه ي :12 مثال
کالاهاست)؟ تعداد x) می شود آغاز

است؟ 4 برابر مربع اش، از حقیقی عدد کدام برابر 3 تفاضل :13 مثال

است؟ چقدر آن ها تفاضل باشد، آن ها مجموع برابر دو متمایز عدد دو این حاصلضرب اگر است. دیگر عدد ربع عددي، :14 مثال

است؟ کدام عدد دو آن مجموع است. بیش تر واحد 12 کوچک تر عدد برابر 5 از متوالی عدد دو حاصلضرب :15 مثال

نوشت؟ می توان صورت این به دیگر معادله ي چند باشد. ۷ و ۱
۳ آن جواب هاي که بنویسید دومی درجه معادله ي :16 مثال

باشد. آن ریشه اي یک ۲ و آن ریشه ي دو
√
۲ که بنویسید سومی درجه معادله ي :17 مثال

5



 

کنید. تعیین نیز را ریشه ها نوع و حل را زیر گویاي معادلات :16 مثال

۱) ۶x
x − ۱ +

x − ۱
۳x = ۳

۲) ۲x − ۴
x + ۱ = x + ۱

۲x − ۴

۳) ۱
x − ۲ +

x
x − ۲ = x − ۳

۴)x + ۱
۲ +

۱
x − ۲ = x + ۲

x − ۲

۵) x
x − ۱ +

x
x + ۱ =

۲x
x۲ − ۱

۶) ۱
x − ۲ = ۱

x − ۳ −
۱

x − ۴

حافظ:

د با ن ده وان بازاری د شا ن کا ود ن ا ی از م ح ل و گلاب کار
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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
آن رسم و سهمی دوم: درس چهارم، فصل

سهمی تعریف:
سهمی گوییم. را y = ax

۲ + bx + c صورت به دوم درجه عبارات هندسی نمودار

بزنید. حدس را آن نمودار و بیابید ±۳ و ±۲ ،±۱ ،۰ x هاي ازاي به را معادله مقادیر بگیرید. نظر در را y = x
۲ دوم درجه عبارت :1 مثال

این به توجه با بیابید. نیز را عبارات این ریشه هاي کنید. رسم را y = x
۲ − x − ۲ و y = x

۲ + ۲x + ۱ دوم درجه عبارات نمودار قبل روش به :2 مثال
دارد؟ نقشی چه نمودار رسم در c ضریب که کنید مشخص نمودارها

است. ویژه اي اهمیت داراي آن تقارن خط و است متقارن دو) درجه تابع (نمودار سهمی هر الف) نکته:
گوییم. سهمی رأس را سهمی و تقارن محور برخورد محل ب)

آورید. دست به را سهمی عرض و طول تقارن، خط قبل، نکته ي کمک به سپس و کنید رسم را زیر سهمی هاي :3 مثال

y = x
۲ − ۱ y = (x − ۱)۲ y = x

۲ + ۶x + ۸

تمرین:

بیابید. نیز را سهمی عرض و طول تقارن، خط و کنید رسم را زیر سهمی هاي نمودار . 1

y = x
۲ − ۴ y = (x + ۲)۲ y = −x۲ + ۴x − ۳ y = (x − ۳)۲ − ۳

y = x
۲ + ۳ y = −x۲ − ۴x + ۱ y =

√
۳x۲ + ۲x − ۱ y = x

۲ + ۲x

باشد. دوم درجه عبارت یک y = ax
۲ + bx + c کنید فرض نکته:

است. yها محور با سهمی برخورد محل ،c عدد الف)

یک دوم، درجه عبارت این آنگاه ∆ = ۰ اگر می کند)، قطع را x ها محور نقطه دو در (سهمی دارد ریشه دو دوم، درجه عبارت این آنگاه ∆ > ۰ اگر ب)
(سهمی ندارد ریشه اي هیچ دوم، درجه عبارت این آنگاه ∆ < ۰ اگر و می کند) قطع را آن نقطه یک در یعنی است؛ مماس xها محور بر (سهمی دارد ریشه

نمی کند). قطع را x ها محور

1



 

مینیمم داراي نمودار این باشد، بالا به رو تقعر اگر همچنین است. پایین به رو تقعر آنگاه a < ۰ اگر و بالاست به رو نمودار تقعر آنگاه a > ۰ اگر پ)
می دهد. رخ سهمی رأس در حالت دو هر در که است مقدار) (بیشترین ماکسیمم داراي نمودار این باشد، پایین به رو تقعر اگر و مقدار) (کمترین

دست به y و داده قرار معادله در را x = −b
۲a مقدار که می آید دست به صورت این به سهمی رأس عرض و x = −b

۲a با برابر سهمی رأس طول ت)

آورد. دست به می توان نیز y = −∆
۴a فرمول کمک به را سهمی عرض همچنین می آوریم.

گفت؟ می توان چه توابع این ماکزیمم و مینیمم نقاط و ریشه ها به راجع کنید. رسم را زیر نمودارهاي سهمی، رأس یافتن کمک به :4 مثال

y = ۳x۲ − ۳x + ۱ y = −۲x۲ − ۳x + ۱ y = ۲x۲ − ۳ y(x) = −۲x۲ − ۴x − ۸

است؟ ۱۸۰ با برابر y = ax
۲ + ۲۰x − ۱۲۰ دوم درجه عبارت مقدار بیشترین ،a از مقداري چه ازاي به :5 مثال

می کند؟ قطع عرض کدام با را yها محور سهمی این است. y = ۳x۲ + ax + b معادله ي به سهمی رأس ،A(−۱,−۴) نقطه ي :6 مثال

است؟ چقدر ۵ نقطه ي در سهمی این مقدار دارد. قرار x = ۲ معادله ي به خط روي y = −x۲ + ax + ۵ معادله ي به سهمی رأس :7 مثال

بیابید. را a مقدار باشد، چهارم و دوم ربع نیمساز روي y = ۲x۲ − ۸x + a + ۱ سهمی رأس اگر :8 مثال

است. آمده زیر شکل در که دارد مختلفی حالت هاي مختصات، محورهاي به نسبت سهمی وضعیت نکته:

∆ < ٠
a > ٠
−b

٢a
> ٠

∆ < ٠
a > ٠
−b

٢a
< ٠

∆ < ٠
a < ٠
−b

٢a
> ٠

∆ < ٠
a < ٠
−b

٢a
< ٠

∆ > ٠
a > ٠
−b

٢a
> ٠

a > ٠
−b

٢a
< ٠

a < ٠
−b

٢a
> ٠

a < ٠
−b

٢a
< ٠

∆ > ٠

∆ > ٠ ∆ > ٠

2



 

گفت؟ می توان چه آن ها براي است. نیامده فوق نکته ي در باشد xها یا yها محور  روي سهمی رأس که حالتی :9 مثال

کنید. رسم را آن و یافته را k مقدار باشد، صفر با برابر y = (k + ۳)x۲ − ۴x + k سهمی مقدار بیشترین اگر :10 مثال

باشد. نداشته ریشه اي هیچ y = (a − ۳)x۲ + ۲x − ۴ سهمی که کنید تعیین نحوي به را a علامت :11 مثال

باشد. ۷ و ۱ آن ریشه هاي و −۲ آن مبدأ از عرض که بنویسید دومی درجه معادله ي :12 مثال

کند. عبور مختصات مبدأ از و باشد (۱, ۱) مختصات داراي سهمی رأس که بنویسید دومی درجه ي معادله ي :13 مثال

بگذرد؟ B(۳, ۴) و A(۱, ۱) نقاط از و باشد ۲ آن ریشه ي یک که دارد وجود دومی درجه معادله ي آیا :14 مثال

نوشت؟ می توان صورت این به سهمی چند باشد. آن مضاعف ریشه ي
√
۳ − ۱ که بنویسید سهمی :15 مثال

حافظ:

د با ن ا و ر وا و شاید دل ای ود ن از ود باید ناک
3



 

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
قدرمطلق و علامت تعیین درسسوم: چهارم، فصل

حاصل ریشه ، از بعد x هاي براي و منفی P (x) حاصل ریشه، از قبل xهاي براي آنگاه ،a > ۰ اگر ،P (x) = ax + b عبارت علامت تعیین براي الف) نکته:
کنید). مقایسه و رسم را آن ها نمودار و (جدول است مثبت P (x)

هم a با همواره P (x) علامت باشد نداشته ریشه اي هیچ یا ریشه یک P (x) اگر P (x) = ax
۲ + bx + c دوم درجه عبارت علامت تعیین براي ب)

مثبت ریشه دو بین آنگاه a < ۰ اگر و می باشد مثبت ریشه دو خارج و منفی ریشه دو بین آنگاه a > ۰ اگر آنگاه باشد، ریشه دو داراي P (x) اگر اما است علامت
کنید). مقایسه و رسم را آن ها نمودار و (جدول است منفی ریشه دو خارج و

کنید. علامت تعیین را زیر عبارات :1 مثال

y = ۷x − ۳ , y = x
۲ + ۱۴x + ۴۸ , y = ۳ − x , y = −x۲ + ۴x − ۴ , y = x

۲ − ۳x + ۹

کنید. حل را زیر نامعادلات :2 مثال

x
۲ − x − ۶ < ۰ , ۲x۲ + ۶x + ۱ > ۰ ,

۱
۲x

۲ −
√
۲x − ۱ ⩽ ۰ , ۳x۲ − ۲x − ۶ ⩾

تعیین خطی عبارات همانند باشد، فرد مرتبه ي از مکرر یا ساده ریشه ي a اگر کامل، صورت به شدن تجزیه از پس ،P (x) عبارت علامت تعیین براي نکته:
می باشد. هم علامت درجه بزرگ ترین ضریب با و نمی کند تغییر ریشه حول علامت باشد زوج مرتبه ي از مکرر ریشه ها اگر اما می شود. علامت

کنید. علامت تعیین را زیر عبارات :3 مثال

۱)(۴x + ۲)(۳x − ۷)

1



 

۲)x۴ − ۳

۳) ۱۲x − ۶
x

۴)x۳ − ۴x۲ + ۳

۵) ∣x − ۲∣(x۲ + ۴x − ۲۱)
−x۴ − ۳x۳ − ۲x۲

۶) (x − ۷)۲(x + ۲)۳(−x + ۳)۵(x۲ + ۱)۳

۷) −۳x۲ ۵√x − ۳
x۳ − ۲x۲ − x + ۲

۸)√x − ۲
x + ۲ +

۸

√(۷x − ۳)∣۳x۲ − ۳∣
x۳ + x

۲

۹)x۳ − ۲x√
x۲ − ۹

۱۰) x
۱۲ − ۴۰۹۶

x۳ − x۲ + x − ۱

2



 

کنید. علامت تعیین سریع روش به را زیر عبارات :4 مثال

۱) (x۲ − ۱)(x۲ − ۴x + ۳)
−x۲ − x + ۶

۲) ∣۳ − x∣(x − ۱)۴
−۳(۱ − x۲)۳(x۲ + ۴x + ۳)۵

۳) x
۳ − x

x۴ − x۳ + x۲ − x

کنید. حل را زیر نامعادلات :5 مثال

۱)x − ۵
۳ < ۲x − ۵ ⩽ ۱ − x

۲

۲)۱ − ۲
x ⩽ ۳

۳) x۲ − ۱
x۲ − ۴

> ۱

۴)۴x۳ > x

۵) ۱
x −

۱
x − ۱ ⩾

۱
x + ۲ −

۱
x + ۳

3



 

کنید. حل را زیر نامعادلات :6 مثال

۱) ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ ۳x − ۳ ⩾ ۰

x +
√
۵ < ۰

۲)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − ۱
۳ +

۲x + ۱
۲ > x − ۱

۶

۳x − ۵
۴ +

x − ۱
۲ > ۵x

۳

۳)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

۱ + x < ۳x − ۱ ⩽ ۲x + ۱۴

۳x − ۷ ⩾ ۱۱

x ≠ ۱۰

x
۲ − ۱ < ۱۲۰

۴)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − ۲ < x
۲ − ۱ ⩽ ۷ − x√

x ⩽ x
۲ + ۱ < ۳x

x ≠ ۲, ۳, ۴

4



 

دارد. وجود متعددي بسیار راه هاي قدرمطلقی، معادلات حل براي نکته:
.x = ±a آنگاه ∣x∣ = ∣a∣ یا ∣x∣ = a اگر الف)

مطلق؛ قدر داخل علامت تعیین ب)
.ab > ۰ که می دهد رخ حالتی در تنها تساوي ∣a + b∣ ⩽ ∣a∣ + ∣b∣ همواره مثلثی: نامساوي از استفاده پ)

کنید. حل را زیر معادلات :7 مثال

۱)∣x − ۱∣ = ۳

۲)∣۲x − ۱∣ = ∣۴x + ۱∣

۳)∣∣x − ۳∣ − ۱∣ = ۲

۴)∣x − ۳∣ + ∣x + ۲∣ = ۵

۵)∣x۲ − ۳x + ۲∣ = x
۲ − ۳x + ۲

۶)∣۳ − x∣ − ∣۲x + ۱∣ = ۰

۷)∣۳x − ۲∣ + ∣۲x + ۱∣ = ∣۵x − ۱∣

۸)∣۴x − ۲∣ + ∣۲x + ۱∣ = ∣۲x − ۳∣

۹)∣x۲ − x − ۶∣ = −x۲ + x + ۶

۱۰)∣x۲ + ۳x + ۲∣ + ∣x۲ + ۴x + ۳∣ = ۰

5



 

می باشد. زیر صورت به آن ها اساسی راه دو دارند. زیادي بسیار راه هاي نیز قدرمطلقی نامعادلات حل نکته:
.x < −a یا x > a آنگاه ∣x∣ > a اگر ب) .−a < x < a آنگاه ∣x∣ < a اگر الف)

کنید. حل را زیر نامعادلات :8 مثال

۱)∣x + ۲∣ > ۴

۲)∣∣x − ۱∣ − ۱∣ < ۲

۳)∣∣x − ۴∣ − ۲∣ ⩽ ۵

۴)∣۲x − ۱∣ < ∣۴x + ۱∣

۵)∣x۲ − ۳x + ۲∣ ⩽ ۲

۶)∣x − ۳∣ − ∣۲x − ۱∣ > ۰

۷)∣۴ − ∣x + ۱∣∣ ⩾ ۳

۸)∣x۲ − ۵∣x∣ + ۴∣ ⩾ ∣x۲ − ۴∣x∣ + ۳∣

۹) ∣x − ۳∣
x + ۲ < ۲

۱۰)∣x۲ − ۳x − ۲∣ > ۰

ودنحافظ: د وا عام ن بار ا وش د ق ند و ور م ور باده
6



 

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
تابع مفهوم اول: درس پنجم، فصل

مرتب زوج تعریف:
می شود. گفته مرتب جفت یا مرتب زوج دارد، اهمیت مجموعه ها) خلاف (بر آن در اعضا تکرار و ترتیب که (x, y) عضو هر به الف)

هستند. برابر یکدیگر با نیز دوم مولفه هاي و یکدیگر با اول مولفه  هاي هرگاه هستند برابر یکدیگر با مرتب زوج دو ب)

(a, b) = (c, d) ⟹ a = c , b = d

بیابید. را y و x مقادیر باشند برابر (۲x + y, ۰) و (۵, ۳x − y) مرتب زوج دو اگر :1 مثال

تمرین:

بیابید. را (√a۲ + b۲,
√
b۲ + c۲) مرتب زوج مقدار (a, a + b) و (c − b, b) ،(a + b, c) مرتب زوج سه بودن مساوي از . 1(xyw, yz) مرتب زوج دو مقدار (z,wy) و (x, z + y) مرتب زوج دو بودن مساوي و (y + ۱, x+ ۲y) و (z, y۲ + x+ ۱) مرتب زوج دو اگر . 2

بیابید. را (√x۲ − ۱,
√
x۲ + y۲ + z۲ + w۲) ,۲x+۲y)و x−zw+yu)مرتب زوج حاصل آنگاه (۲x−z,w

۲) = (۲z−۲y, u) و (x+y+z,−z−w) = (x+y+۲z−۱, w۲+zw) اگر . 3
بیابید. را

بنویسید. را آن ها همه ي نوشت؟ می توان (۲x − ۱ + y, y + x) براي متفاوت مقدار چند ((y − ۱)x۲ − ۱, ۶y) = (−x, y۲ + ۹) تساوي از . 4

مجموعه ها دکارتی حاصل ضرب تعریف:
زوج تمام با است برابر که می دهیم نمایش A × B نماد با را مجموعه  دو این دکارتی حاصل ضرب باشند. دلخواه مجموعه ي دو B و A کنید فرض

یعنی می شود؛ گرفته B از دوم مولفه ي و A از اول مولفه ي که مرتب هایی

A ×B = {(a, b)∣a ∈ A , b ∈ B}
گوییم. رابطه یک را A ×B از زیرمجموعه  هر

دستگاه روي را آن ها و بیابید B = {۲, ۳, ۴} و A = {۱, ۲} مجموعه هاي براي را A × A و B × A ،A × B دکارتی حاصلضرب هاي :2 مثال
دهید. نشان مختصات

تمرین:

.B = {۲, ۴, ۶} و A = {۳, ۶, ۹} آن در که بیابید را B ×B و A ×A ،B ×A ،A ×B حاصل . 1

بیابید. را (X × Y ) ∩ (X ×X) حاصل آنگاه Y = {۳, ۴, ۵} و X = {۱, ۲, ۳, ۴} اگر . 2

دارند؟ عضو چند B ×B و A ×A ،B ×A ،A ×B آنگاه باشد، عضو m داراي B و عضو n داراي A اگر . 3

مجموعه ي اعضاي تعداد با (A ∩ B) × (A ∪ B) مجموعه ي اعضاي تعداد اختلاف آنگاه B = {۳, ۴, ۵, ۶} و A = {۱, ۲, ۳, ۴} اگر . 4
بیابید. را (A ×B) ∩ (B ×A)

1



 

مختصاتی)). دستگاه و جدول ون، نمودار مرتبی، زوج ((نمایش از اند عبارت که می باشد مرسوم نمایش چند داراي رابطه، هر نکته:
است. آمده زیر در رابطه نمایش هاي سایر است. مرتبی زوج نمایش با رابطه یک X = {(۱, ۱), (۲, ۲), (۲, ۱), (۳, ۱), (۳, ۳)} مجموعه ي :3 مثال

١

٢

٣

١

٢

٣

١

١

٢

١

٢ ٣ ٣

٢ ١ ٣

کنید. رسم را شده داده رابطه ي نمایش هاي سایر زیر، ون نمودار نمایش به توجه با :4 مثال

١

٢

٣
١

٢

٣

−١

۴
۵

−٢
٠

R

تمرین:

کنید. رسم را رابطه این نمایش هاي سایر باشند. یکسان اول عضو داراي که باشد نداشته وجود مرتبی زوج دو هیچ آن در که بزنید مثال رابطه یک . 1

کنید. رسم را شده داده رابطه ي نمایش هاي سایر زیر، جدولی نمایش به توجه با . 2

x ۳ ۳ ۱ ۲ ۵ ۵ ۲

y ۱ ۳ ۳ ۲ ۳ ۲ ۴

می توان آیا دکارتی، نمایش در کنید. رسم را f رابطه ي نمایش هاي سایر آنگاه f = {(−۲,−۱), (−۱, ۰), (۰, ۱), (۱, ۲), (۲, ۳), (۳, ۴)⋯} اگر . 3
دارند؟ قرار خط یک روي همگی نقاط این که گفت

تابع تعریف:
رابطه اي (یعنی شوند گرفته B از آن ها دوم عضو و A از آن ها اول عضو که مرتب هایی زوج  شامل f مجموعه ي باشند. مجموعه دو B و A کنیم فرض
(یعنی باشند نشده تکرار بار دو اول، عناصر از یک هیچ و شوند ظاهر اول عناصر عنوان به A اعضاي تمام هرگاه گوییم تابع یک را است) A × B از

باشند). یکسان نیز آن ها دوم عناصر باید باشند، یکسان آن ها اول عناصر که نحوي به باشد داشته وجود مرتب زوج دو اگر

هستند. تابع زیر موارد از یک کدام که کنید مشخص :5 مثال

f = {(۲, ۱), (۴, ۲), (۱۲, ۳)} g = {(۲, ۲), (۳, ۲), (۴, ۱)}
h = {(۳, ۲), (۴, ۳), (۳, ۲)} i = {(۱, ۱), (۲, ۳), (۴, ۲), (۵, ۵), (۲, ۲)}
j = {(۱, ۱), (۲, ۲), (۳, ۳), (۴, ۴), (۱, ۱)} k = {(۱, ۱), (۲, ۳), (۴, ۳)}

بیابید. را x + y مقدار باشد، یک f = {(۵, x), (۳, ۳), (۵, ۴), (۳, y − x)} اگر :6 مثال

2



 

بیابید. را xyz حاصل f = {(۵, ۸), (۶, ۱۲), (۳, ۰), (۶, ۲x − ۴), (۵, y − ۱۰), (۶, ۳z)} اگر :7 مثال

است؟ کدام m باشد، تابع f = {(m۲ − ۴, ۵), (m۲ − ۴,m۲ − ۱۱), (۸ +m, ۲)} اگر :8 مثال

کرد؟ تبدیل تابع به را زیر رابطه هاي می توان چگونه :9 مثال

۱)f = {(π, ۱), (۰, ۱), (π, sinx), (۰, tan y)}

۲)g = {(x, ۱), (۲, ۲)}

۳)h = {(x, y)(۲, x − ۱)(۲, ۴), (۵,−۲)}

است؟ تابع یک m مقدار چه ازاي به R = {(۳,m۲), (۲, ۱), (−۲,m), (۳,m + ۲), (m, ۴)} رابطه ي :10 مثال

تمرین:

بیابید. را (√x۲ + y۲,
x + y
x ) مرتب زوج حاصل آنگاه باشد، تابع یک {(۱, x), (x, y۲), (۱, ۵), (۵, ۴)} اگر . 1

کنید. بررسی را {(x۲
, ۲), (x, y), (۲, ۱)} نبودن یا بودن تابع باشد، تابع یک {(۳, x۳ + x

۲ + x), (x۲ − ۱, y), (x۴ − ۱, ۲), (۳,−۱)} اگر . 2

کنید. بررسی را زیر رابطه هاي نبودن یا بودن تابع . 3

R۱ = {(۱, x۲), (۱, x + ۲), (x + ۲, y + ۱)}
R۲ = {(a, ۲a + b), (b, a − b), (a, a − b + ۱), (b, ۴)}
R۳ = {(a − ۱, ۲), (۵, a − ۲), (a − ۲, b + ۳), (۳, ۵), (۵, ۳)}

.y = f(x) یعنی می دهیم؛ نمایش نیز f(x) نماد را آن و گوییم f تابع تحت x مقدار را y آنگاه ،(x, y) ∈ f و باشد تابع یک f اگر نکته:
بیابید. {(۳, ۱), (۱, ۳), (۲, ۳), (۵, ۱), (۴, ۰)} تابع تحت را ۴ و ۳ ،۲ ،۱ مقدار :11 مثال

3



 

بیابید. f = {(۱, ۳), (۲, ۱), (۳, ۲), (−۱, ۲), (۰, ۱)} تابع در را f(f(۱)) و f(۲) ،f(۱) مقادیر :12 مثال

بیابید. را f(f(۱) + ۱) − f(f(f(۰))) حاصل آنگاه f = {(۲, ۳), (۴, ۳), (۱, ۲), (−۲, ۱), (−۱,−۱), (۳,−۲), (۰, ۲)} اگر :13 مثال

حاصل آنگاه g = {(۰, ۲), (−۱, ۳), (۱, ۱), (−۲,−۲), (۲, ۳), (۳, ۱)} و f = {(−۱, ۲), (−۲, ۰), (۰, ۰), (۱, ۰), (۲, ۱), (۳, ۱)} اگر :14 مثال
بیابید. را زیر موارد

۱)f(۱) − g(f(۱))
۲)g(f(۱)) + f(g(۱))
۳)f(f(g(۰)) − ۲(g(f(۲)))
۴)g(f(−۲) + f(−۱) + f(۰)) − f(g(f(g(۰))))

تمرین:

و g = {(−۵, ۵), (−۴, ۴),⋯, (۰, ۰), (۱,−۱),⋯, (۴,−۴), (۵,−۵)} و f = {(−۵,−۵), (−۴,−۴),⋯, (۴, ۴), (۵, ۵)} اگر . 1
بیابید. را زیر موارد h = {(−۵,−۴), (−۴,−۳), (−۳,−۲),⋯, (۳, ۴), (۴, ۵)}

۱)f(g(h(۰))) − g(f(h(۰)))
۲)h(f(g(۰))) + f(g(h(۱))) + ۱

۳)f(۲g(−۱) − h(۳)) + h(۴)
ضابطه)). و مختصاتی دستگاه جدول، ون، نمودار مرتبی، زوج ((نمایش از اند عبارت که می باشد مرسوم نمایش چند داراي رابطه ها همانند تابع، هر نکته:

باشند. داشته نیز یکسانی دوم عضو آنکه مگر باشد موجود رابطه در نباید یکسانی اول عضو دو هیچ مرتبی: زوج نمایش در بودن تابع بررسی
ندارد. اهمیتی هیچ دوم مجموعه ي باشد. شده خارج فلش یک فقط باید اول مجموعه ي از عضو هر از ون: نمودار نمایش در بودن تابع بررسی

باشد. داده یکسانی مقدار اینکه مگر باشد کرده دهی مقدار باید بار یک  فقط و فقط بالا سطر از عضو هر جدول: نمایش در بودن تابع بررسی
کند. قطع نقطه یک در حداکثر را نمودار کنیم، رسم y ها محور  موازات به که خط هر مختصاتی: دستگاه نمایش در بودن تابع بررسی

بنویسید. نیز مرتبی زوج نمایش با را هستند تابع که مواردي است؟ تابع یک معرف زیر رابطه هاي از یک کدام :15 مثال

f

A B

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

g

A B

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

h

A B

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

i

A B

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

١
٢
٣
۴
۵
۶

j

A B

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

k

A B

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

١
٢
٣
۴
۵
۶
٧

٨
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هستند؟ تابع یک معرف زیر رابطه هاي از یک کدام :16 مثال

f
g h i

j
k l m

١

−٢ ٢

−١
−٢

٣

−٣

−٢
٣

−١

۴

−٣ −٢ −١ ١ ٢ ٣

١
٢

٣

بنویسید. نیز را توابع این مختصاتی و مرتبی زوج نمایش همچنین بیابید. را f(۰) + g(f(۰)) − f(g(۱)) مقدار زیر توابع در :17 مثال

١

٢

٣
١

٢

٣

−١

۴
۵

−٢
٠

f

١

٢

٣
١

٢

٣

−١

۴
۵

−٢
٠

g

بیابید. ۲ و −۱ ،۱ ،۰ نقاط در را h و g ،f توابع مقدار زیر موارد در :18 مثال

−١

١

١

٢

٢

٣

−١
١

٢

١ ٢

۶

−١ ٢١

f g
h

تمرین:

کنید. حساب را f(۱) + i(f(۲)) − f(i(j(۲))) − k(۵) مقدار ،۱۵ مثال در . 1

بیابید. را h(f(j(−۲))) + f(۳ − h(۴))
f(۰) حاصل ،۱۶ مثال در . 2

کنید. حساب را h(g(۱) − ۱) − h(g(۱)) − f((g(−۱)) + g(۱) مقدار ،۱۸ مثال در . 3

g(g(g(۵))) + f(g(f(۵)) + ۱) مقدار ،۱۷ مثال در . 4

دهید. ارائه جدولی و ون نمودار مختصاتی، نمایش ،{(x, x۲ − ۱)∣x ∈ N,−۲ < x < ۵} تابع مرتبی زوج نمایش براي . 5

دهید. ارائه جدولی و ون نمودار مختصاتی، نمایش ،{(x,√x − x)x ∈ W,−۴ < x < ۴} تابع مرتبی زوج نمایش براي . 6

مقدار که نقاطی یعنی f(x) = ۰ از منظور اینکه خصوص به شود. a با برابر آن ها مقدار که x مانند نقاطی یعنی f(x) = a از منظور تابع یک در نکته:
نقاطی منظور مختصاتی نمایش روي از و شوند صفر با برابر دوم مولفه هاي که معناست این به موضوع این مرتبی زوج نمایش روي از شود. صفر با برابر آن ها

گوییم. تابع ریشه ي را باشد f(x) = ۰ که x مانند نقاطی می کنند. قطع را xها محور که هستند
می شود؟ ۱ با برابر نقاطی چه در f تابع بیابید. را f = {(۱, ۰), (۴, ۲), (۰, ۲), (۵, ۰), (۳, ۱), (−۲, ۱)} تابع ریشه هاي :19 مثال

بیابید. را زیر توابع ریشه هاي :20 مثال

f

−١ ١

g h

5



 

براي توابع ضابطه اي نمایش گوییم. تابع ضابطه ي را جبري رابطه ي این یافت، جبري رابطه ي یک تابع، دوم مولفه  هاي و اول مولفه هاي بین بتوان اگر نکته:
باشد. داشته عضو بی نهایت تابع که است مناسب مواردي

آورید. دست به را زیر توابع ضابطه ي :21 مثال

f = {⋯, (۱, ۲), (۲, ۳), (۳, ۴), (۴, ۵),⋯}
g = {⋯, (۱, ۱), (۲, ۴), (۳, ۹), (۴, ۱۶),⋯}
h = {⋯, (−۳,−۲۷), (−۲,−۸), (−۱,−۱), (۰, ۰),⋯}
i = {⋯, (۱, ۱), (۲, ۴), (۳, ۷), (۴, ۱۰),⋯}

بنویسید. مرتبی زوج صورت به را زیر توابع از عضو چند :22 مثال

f(x) = x
۲ − ۲

g(x) = x
۳ − ۱

h(x) = x − ۱

i(x) = x
۳ − x

۲ + x − ۱

j(x) = x
۲ + ۱

x۴ + x + ۱

بگیرید. نظر در را h(x) = ۱
x و g(x) = ۳x۲ − ۱ ،f(x) = ۲x − ۱ توابع :23 مثال

بیابید. را f(۰) − g(۱) مقدار الف)

بیابید. را h(f(۱)) − g(f(۰)) مقدار ب)

بیابید. را h(f(۲) + ۱) − g(f(−۱))
۲f(۲) مقدار پ)

است؟ ۱ با برابر x از مقداري چه ازاي به f تابع ت)

است؟ ۲ با برابر مقادیري چه ازاي به g تابع ث)

بیابید. را h( ۱
x
) و g(−x) ،f(x + ۱) تابع ج)

بیابید. را f(f(x)) و g(f(x)) ،f(g(x)) توابع آنگاه g(x) = x +
۱
x و f(x) = x

۲ + x اگر :24 مثال

همچنین است. تابع شده داده ضابطه ي آنگاه f(x۱) = f(x۲) آنگاه x۱ = x۲ که x۲ و x۱ هر ازاي به اگر ضابطه اي : نمایش در بودن تابع بررسی
کنید). بیان را نبودن تابع دلیل نیز مرتبی زوج نمایش (با بود نخواهد تابع ضابطه آن دهد، دست به y مقدار دو حداقل که شود یافت چنان x از مقداري اگر

است؟ x از تابعی y زیر موارد از یک کدام که کنید مشخص :25 مثال

y = ∣x∣ , y = x
۲ + x , x = ∣y∣ , y = ۱

x , x = ۱
y , y

۲ + y = x ,
√
y = x , y

۲ + ۲y = −۱ − x
۲

ابتهاج: هوشنگ

ت ت حا ن ی وا را گان ت ت حا ن را ی م و ن
6



 

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
برد هم دامنه، دامنه، دوم: درس پنجم، فصل

برد و هم دامنه دامنه، تعریف:
با و می نامیم f تابع دامنه ي را آن و است اول مولفه  هاي تمام مجموعه ي A آن در که داد نشان می توان f ∶ A ⟶ B کلی صورت به را تابع هر
f تابع برد را است B از زیرمجموعه اي که دوم مولفه هاي تمام مجموعه ي همچنین گوییم. f تابع هم دامنه ي را B مجموعه ي می دهیم. نمایش Df

می دهیم. نمایش Rf با و گوییم

کنید. تعیین نیز را آن ها برد و هم دامنه دامنه، سپس و نوشته را زیر توابع کلی فرم :1 مثال

١

٢

٣

١

٢

٣

A B

١
٢
٣
۴
۵
٠
−١

A B

١
٢٢
٣
−۴
٣۵
٢۶
−١۵

١
٢
٣
۴
۵
٠
−١

A B

١
٢٢
٣
−۴
٣۵
٢۶
−١۵

دهید. ارائه نیز توابع این براي ضابطه اي نمایش کنید. تعیین را آن ها برد و دامنه سپس و نوشته را زیر توابع کلی فرم :2 مثال

f = {(۱, ۲), (۲, ۴), (۳, ۶), (۴, ۸),⋯}
g = {(−۱,

۱
۲ ), (۰, ۱), (۱, ۲), (۲, ۴), (۳, ۸), (۴, ۱۶),⋯}

h = {(−۱, ۱), (−۲, ۲), (−۳, ۳), (−۴, ۴),⋯}
کنید. تعیین نیز را آن ها برد و دامنه سپس و نوشته را زیر توابع کلی فرم :3 مثال

1



 

تمرین:

باشد. [۱, ۲) با برابر آن ها برد و دامنه که کنید رسم مختصات دستگاه در متفاوت تابع سه . 1

نوشت؟ می توان Rf = {۱, ۲, ۳} برد و Df = {۱, ۲, ۳} دامنه ي با متفاوت تابع چند . 2

کنید. تعیین را {(۲, a۲ − ۳a), (۳, ۴), (۴, ۶), (۲, ۴), (۳, b۲)} تابع برد و دامنه . 3

.Rf = {y∣y ∈ R, ۲ ⩽ y ⩽ ۴} ∪ {۵} و Df = {x∣x ∈ R, ۰ ⩽ x ⩽ ۲} که کنید رسم مختصات دستگاه در تابعی . 4

بنویسید. را آن ها همه ي نوشت؟ می توان (۲x − ۱ + y, y + x) براي متفاوت مقدار چند ((y − ۱)x۲ − ۱, ۶y) = (−x, y۲ + ۹) تساوي از . 5

بیابید. را آن برد باشد، f(x) = √
x۲ + x تابع دامنه ي {۱, ۲, ۳, ۴} اگر . 6

بیابید. را آن دامنه ي باشد، {۵, ۱۳} با برابر f(x) = x
۲ + ۴ تابع برد اگر :4 مثال

بیابید. شده داده دامنه ي به توجه با را h(x) = x
۲ + ۱ و g(x) = −x ،f(x) = x توابع برد :5 مثال

D۱ = {−۲,−۱, ۰, ۱, ۲}

D۲ = (۰, ۲]

D۳ = (−۱, ۲]

D۴ = R

تمرین:

بیابید. D۲ = {−۵,−۴,−۳,−۲,⋯, ۴, ۵} و D۱ = {−۴, ۳, ۱, ۰} دامنه  هاي با را f(x) = ۲x − ۱ تابع برد . 1

بیابید. D۲ = R و D۱ = (−۱, ۱] دامنه هاي با را f(x) = x + ۱ تابع برد . 2

بیابید. Rf = {۳, ۵, ۶,−۱, ۰} برد با را f(x) = ۲ − ۳x تابع دامنه ي . 3

می نامیم. صریح غیر را تابع صورت این غیر در گوییم. صریح توابع را باشد x آن ها ورودي که توابعی نکته:
بیابید. را زیر غیرصریح توابع بگیرید. نظر در را f(x) = x

۲ + x + ۱ تابع :6 مثال

۱)f(x + ۱)
۲)f(x۲ + ۱)
۳)f(√x)
۴)f(−x)

2



 

بیابید. یک هر در را f(۱) مقدار سپس است. صریح غیر یک کدام و صریح زیر توابع یک کدام که کنید مشخص ابتدا :7 مثال

۱)f(x) = x
۲ + x + ۲

۲)f(x + ۱) = √
x۲ + ۱ + ۲x

۳)f( ۱
x ) = x

۲ + ۳

۴)f(x − x
۲) = ∣x∣x۲

۵)f(x) = ۳x۳ + x + ۳

درآورید. صریح صورت به را زیر صریح غیر توابع :8 مثال

۱)f(x − ۱) = x + ۵

۲)g(x۲) = x
۴ + x

۲ + ۱

۳)h(x +
۱
x ) = x

۲ +
۱
x۲

۴)i(x +
۱
x ) = x

۳ +
۱
x۳

۵)j(x۲ + ۲x) = √
x

x + ۱

3



 

بیابید. را زیر غیرصریح توابع g(x) = x − ۱
x + ۲ و f(x) = ۲x − ۱

x + ۳ اگر :9 مثال

۱)f(g(x))

۲)g(f(x))

۳)f(f(x))

۴)g(g(x))

تمرین:

بیابید. را g(g(x)) و f(f(x)) ،g(f(x)) ،f(g(x)) غیرصریح توابع آنگاه g(x) = √
x و f(x) = √

x + x
۲ اگر . 1

بیابید. را g(f(g(x))) و g(g(x)) ،f(f(x)) ،g(f(x)) ،f(g(x)) غیرصریح توابع حاصل آنگاه g(x) = x + ۱
x − ۲ و f(x) = x

۲ + x اگر . 2

بیابید. زیر توابع در را f(۳) مقدار . 3

f(x) = ۳x − ۱
x f(۲x − ۱) = ۳x۲ + ۱ f(x۲ + ۴x) = ۳x f(x + ۱

x ) = x
۲ + ۱
x۲

بیابید {۲۰, ۲۱, ۲۲} دامنه ي با را g(f(g(f(x))))) و f(g(x)) توابع دامنه ي آنگاه g(x) = x − ۱
x و f(x) = ۳x − ۲ اگر . 4

به اکنون است. محیط از تابعی مساحت یعنی .S(P ) = P
۱۶ آنگاه دهیم نمایش P با را آن محیط و S با را a طول به مربع یک مساحت اگر :10 مثال

دهید. شرح را S(P ) آوردن دست به روند آورد. دست به را مساحت می توان آن ضلع محاسبه ي بدون مربع یک محیط داشتن کمک

آورید. دست به آن مساحت از تابعی عنوان به را دایره یک محیط :11 مثال

بیابد. آن ها زاویه ي تغییر حسب بر را ۴ و ۳ طول به مثلث هایی تمام مساحت  که دهید ارائه تابعی :12 مثال

بدهد. خروجی عنوان به را آن جانبی مساحت و کند دریافت ورودي عنوان به را استوانه حجم که دهید ارائه تابعی :13 مثال

ابتهاج: هوشنگ

ت ت حا ن ی وا را گان ت ت حا ن را ی م و ن
4



 

تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
آن ها خواص و رسم و تابع انواع سوم: درس پنجم، فصل

ثابت تابع و خطی تابع تعریف:
را باشند f(x) = b فرم به که خطی توابع می باشد. خط یک آن مختصاتی نمایش که گوییم خطی تابع یک را f(x) = ax + b صورت به تابع هر

گوییم. همانی تابع را f(x) = x خطی تابع همچنین گوییم. ثابت تابع

می باشد. {b} آن برد و R آن دامنه ي باشد، ثابت f(x) = b تابع اگر و می باشد R کلی حالت در نبودن) ثابت شرط (به خطی توابع برد و دامنه نکته:
از را آن ها برد و دامنه  بیابید. را توابع این ریشه هاي همچنین دهید. نشان نیز آن ها روي را f(۲) و f(۱) مقادیر و کرده رسم را زیر خطی توابع :1 مثال

کنید. تعیین نیز نمودار روي

۱)f(x) = ۲x − ۱

۲)f(x) = x − ۱

۳)f(x) = ۲ − ۲x

۴)f(x) = ۲

همچنین بنویسید. تابع این براي را مرتبی جفت نمایش و نمودار نمایش (مختصاتی)، هندسی نمایش بگیرید. نظر در را f(x) = ۰ ثابت تابع :2 مثال
دارد. ریشه چند تابع این که کنید مشخص

و f(۲) همچنین و g(۱) و f(۱) مقادیر تفاوت و کنید رسم دستگاه یک روي همزمان را g(x) = ۳ − x و f(x) = x − ۱ تابع دو نمودار :3 مثال
کنید. مشخص نمودار روي از را g(۲)

1



 

تمرین:

باشد؟ تابع یک نمی تواند صورتی چه در خط یک . 1

بگذرد. (۴,−۱) و (−۲, ۳) نقاط از که بیابید را خطی تابع . 2

ثابت تابعی g = {(a, d), (d, c), (b, a)} که کنید بررسی آنگاه باشد، ثابت تابع یک f = {(۱, a), (۴, ۳a − b), (۰, a − c), (۱, d)} اگر . 3
خیر. یا هست

کنید. مقایسه نمودار روي از را g(۱) و f(۱) مقادیر و کنید رسم را g(x) = ۲x − ۴ و f(x) = x
۲ + ۱ خطی توابع . 4

چه باید حالت ها این از یک هر براي f تابع که کنید بیان دارد. ریشه بی نهایت اینکه یا و ندارد ریشه یا دارد، ریشه  یک یا باشد، خطی تابع یک f اگر . 5
کنید)؟ تعیین را شرایط این مبدأ از عرض و شیب کمک (به باشد داشته شرایطی

نیم آن طول کنیم، آویزان وزنه آن به که کیلوگرم یک هر ازاي به است. ۵cm باشد، نشده آویزان آن به شیء هیچ که حالتی در فنر یک طول :4 مثال
باشد. نمی تواند ۲۰cm از بیش فنر این طول همچنین می کند. پیدا افزایش متر سانتی

بیابید. را f(۳) ،f(۲) ،f(۱) مقدار هاي الف)

بدهد. آن بر شده آویخته وزنه هاي حسب بر را فنر طول که بنویسید تابعی ب)

کنید. مشخص را آن برد و دامنه و کنید رسم مختصات دستگاه در را تابع این پ)

است؟ چقدر کرد آویزان فنر این به می توان که وزنه اي حداکثر که کنید بیان نمودار روي از ت)

می آید. دست به زیر تابع از شرکت یک زیان و سود نمودار :5 مثال
کنید. مشخص را نمودار این واقعی برد و دامنه الف)

چطور؟ کالا ۸۰ فروش با سود؟ یا است کرده ضرر کالا، ۲۰ فروش با شرکت این که کنید بیان نمودار روي از ب)
−٣٠٠٠

٣٠٠

بنویسید. را کالا حسب بر سود تابع پ)

است؟ نقطه اي چه f تابع براي نقطه این ضرر؟ نه کند سود نه تا بفروشد کالا چند حداقل شرکت این ت)

می شوند. بیان g(x) = ۲x − ۵ و f(x) = ۳x − ۱۰ توابع با ترتیب به B و A شرکت دو زیان و سود رابطه ي :6 مثال
ضرر؟ یا می کنند سود کالا، ۳ فروش از پس شرکت دو این کنید. رسم را نمودار دو این الف)

می کند؟ ضرر کمتر شرکت کدام کالا، ۲ فروش تحت ب)

یکسانی می رسند؟ سود یک به کالا چند فروش بعد شرکت دو این پ)

می شود؟ B شرکت سود از بیش A شرکت سود کالا چند فروش از پس ت)

2



 

دو درجه تابع تعریف:
می باشد. سهمی یک آن مختصاتی نمایش که گوییم دو درجه تابع یک را f(x) = ax

۲ + bx + c صورت به تابع هر

کنید. رسم را g(x) = ۴x۲ − ۶x + ۲ و f(x) = x
۲ − ۳x − ۲ دوم درجه تابع :7 مثال

آورید. دست به را سهمی عرض و طول تقارن، خط سپس و کنید رسم را زیر توابع نمودار :8 مثال

f(x) = x
۲ + ۴ g(x) = (x − ۳)۲ + ۳ h(x) = x

۲ + ۳x + ۵

باشد. دوم درجه تابع یک f(x) = ax
۲ + bx + c کنید فرض نکته:

است. yها محور با سهمی برخورد محل ،c عدد الف)
xها محور بر f (تابع دارد ریشه یک f تابع آنگاه ∆ = ۰ اگر می کند)، قطع را x ها محور نقطه دو در f (تابع دارد ریشه دو f تابع آنگاه ∆ > ۰ اگر ب)

نمی کند). قطع را x ها محور f (تابع ندارد ریشه اي هیچ f تابع آنگاه ∆ < ۰ اگر و است) مماس
(کمترین مینیمم داراي نمودار این باشد، بالا به رو تقعر اگر همچنین است. پایین به رو تقعر آنگاه a < ۰ اگر و بالاست به رو نمودار تقعر آنگاه a > ۰ اگر پ)

می دهد. رخ سهمی رأس در حالت دو هر در که است مقدار) (بیشترین ماکسیمم داراي نمودار این باشد، پایین به رو تقعر اگر و مقدار)
نیز y = −∆

۴a فرمول کمک به را سهمی عرض همچنین است. y = f(−b۲a ) با برابر سهمی رأس عرض و x = −b
۲a با برابر سهمی رأس طول ت)

آورد. دست به می توان
a < ۰ اگر و [f(−b۲a ),∞) با برابر برد آنگاه a > ۰ اگر باشد. نمی تواند R عنوان هیچ به توابع این برد اما است؛ R با برابر دو درجه توابع تمام دامنه ي ث)

است. (−∞, f(−b۲a )] با برابر برد آنگاه
گفت؟ می توان چه توابع این ماکزیمم و مینیمم نقاط برد، دامنه، ریشه ها، به راجع کنید. رسم را زیر نمودارهاي سهمی، رأس یافتن کمک به :9 مثال

f(x) = x
۲ + x + ۱ g(x) = −۲x۲ − ۳x + ۱ h(x) = ۵x۲ − ۳ i(x) = x

۲ + ۲x + ۶

3



 

می باشد؟ بیشتر g(x) = x
۲ − ۳x تابع از f(x) = x

۲ − ۵x + ۴ تابع مقدار نقاطی چه در :10 مثال

g(x) = −۳x۲−x+ ۹ و f(x) = −x۲+۴x+۳ توابع از زمین سطح از آن ها فاصله که می کنیم پرتاب ساختمان دو بالاي از را سنگ دو :11 مثال
است). ثانیه حسب بر زمان ،x (متغیر می آید دست به

است؟ چقدر می گیرند زمین از سنگ دو این که فاصله اي بیشترین الف)

می رسند؟ یکسان ارتفاع یک به سنگ دو این زمانی چه در ب)

دارد؟ قرار g تابع از بالاتر f تابع با سنگ ثانیه چند در پ)

است؟ آمده زیر موارد از یک کدام در زیر تابع ضابطه ي :12 مثال

y = ۲x۲ − ۲x − ۴ y = ۲x۲ + ۲x − ۴ y = −۲x۲ + ۲x − ۴ y = −۲x۲ + ۴x − ۴

−٢ ١

است؟ آمده زیر موارد از یک کدام در زیر تابع ضابطه ي :13 مثال

y = x
۲ + ۲x + ۳ y = x

۲ − ۲x + ۳ y = −x۲ + ۲x + ۳ y = −x۲ − ۲x + ۳

گوییم. چندضابطه اي تابع کند، استفاده گوناگون ضابطه هاي از خود دامنه ي از بخش چند یا دو در که تابعی به ضابطه اي چند تابع تعریف:

کنید. مشخص نیز را هستند تابع که مواردي برد و دامنه همچنین کنید. بررسی نیز را آن ها نبودن یا بودن تابع و کنید رسم را زیر ضوابط همه ي :14 مثال

f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ x − ۱ x ⩽ −۲

x + ۲ x ⩾ −۲
g(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ ۲x − ۲ x < ۰

۴x + ۲ x > ۰
h(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ x

۲ − ۱ x < ۱

x − ۱ x ⩾ ۱
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کنید. رسم و نوشته را آن می باشد. چندضابطه اي تابعی حقیقت در f(x) = ∣x∣ قدرمطلق تابع :15 مثال

بیابید. هندسی و جبري روش دو به را زیر توابع تلاقی محل :16 مثال

۱)f(x) = x
۲ + ۱ , g(x) = x + ۱

۲)f(x) = x
۲ + ۲x + ۱ , g(x) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
x − ۱ x < −۲

۳ −۲ ⩽ x ⩽ ۱

۲ − x x ⩾ ۱

بیابید. را f(f(۱)) + f(f(۵)) مقدار ،f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ x −
√
x + ۴ x > ۳

۲x + ۳ x ⩽ ۳
ضابطه ي با تابع در :17 مثال

f(x)؟ < g(x) ،x از مقادیري چه ازاي به که کنید مشخص و کنید رسم را زیر توابع :18 مثال

۱)f(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x − ۳ x ⩾ ۲

۱ − ۲x −۱ ⩽ x < ۲

−۲x۲ + ۴x − ۴ x < −۱

, g(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

x
۲ − ۸x + ۳ x ⩾ ۳

۵ ۲ ⩽ x < ۳

۴ − ۳x −۲ > x

۲)f(x) = ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩ ۲ + x
۲

x ⩽ ۰

x
۲ ۰ < x

, g(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−۲x − ۳ x < −۱∣x∣ −۱ ⩽ x ⩽ ۱

x + ۲ ۲ < x

باشد. زیر صورت به آن نمودار که بنویسید تابعی :19 مثال

−٣ −٢
−١

١

٢

٣

١
٢
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صفر را مخرج که نشده اند تعریف مقادیري در کسري، عبارت هر نشده اند. تعریف که مقادیري جز به باشد می تواند حقیقی مقدار هر تابع، هر دامنه ي نکته:
نشده اند. تعریف باشند منفی رادیکال زیر که مقادیري در زوج) فرجه ي (با رادیکالی عبارت هر می کنند.

بیابید. را زیر توابع دامنه ي :20 مثال

۱) ۱
x

۲) ۴x − ۲
۷x + ۳

۳) ۸x۲ − ۱
x۲ − ۵x + ۶

۴) ۷x۳ − ۲x + ۱
x۴ + ۲x۳ − ۷x۲ − ۸x + ۱۲

۵)√x + ۱

۶)√x۲ + ۴x − ۳

۷)√x۳ − ۲x۲ + x

۸)√ x
۲ − ۲

x۲ + ۴

۹)√x + ۱√
x − ۱

۱۰)√۲ − x − x۲√
x۲ + x

Df ∩Dg حاصل آنگاه ،g(x) = √
x۲ + (b − a)x − b و باشد Df = R−{۲, ۴} با برابر f(x) = x

۲ + ۳x − ۴
x۲ + ax + b

تابع دامنه ي اگر :21 مثال
بیابید. را

ابتهاج: هوشنگ

ت ت حا ن غان ی وا ل ید ی ان م او ھاری
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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
ترکیب و جایگشت شمارش، سوم: و دوم اول، درس ششم، فصل

به کار کل آنگاه باشد انجام قابل طریق nk به آخر بخش بالاخره و طریق n۲ به دوم بخش و طریق n۱ به اول بخش و باشد جزء k شامل کاري اگر اصل:
باشد). نداشته تأثیري بخش ها سایر روي بخشی هیچ یعنی باشند؛ یکدیگر از مستقل بخش ها تمام باید اینجا (در است انجام قابل طریق n۱n۲⋯nk

دارد. وجود D شهر به C شهر از راه 6 و C شهر به B شهر از راه 4 ،B شهر به A شهر از راه 5 زیر، شکل در :1 مثال
رفت؟ D شهر به A شهر از می توان طریق چند به الف)

نشود؟ تکرار دوبار مسیري هیچ که نحوي به برگشت و رفت D شهر به A شهر از می توان طریق چند به ب)

A B C D

می توان: طریق چند به f و e ،d ،c ،b ،a حروف با :2 مثال
باشد. مجاز آن ها در تکرار که نحوي به ساخت حرفی ۴ کلمه ي یک الف)

نباشد. مجاز آن ها در تکرار که نحوي به ساخت حرفی ۴ کلمه ي یک ب)

باشد. a نیز آن اول حرف و نباشد مجاز آن ها در تکرار که نحوي به ساخت حرفی ۴ کلمه ي یک پ)

باشند. آخر یا اول در b و a حروف و نباشد مجاز آن ها در تکرار که نحوي به ساخت حرفی ۴ کلمه ي یک ت)

که: نحوي به داد پاسخ  دارد گزینه ۴ تست هر که تستی ۱۰ آزمون یک به می توان طریق چند به :3 مثال
شود؟ داده پاسخ حتما سوال هر به الف)

نداد؟ پاسخ سوالی به بتوان ب)

.۲n با است برابر عضوي n مجموعه ي یک زیرمجموعه هاي تعداد که دهید نشان ضرب اصل کمک به :4 مثال

باشد. کرده قید را آن خلاف مسئله صورت آنکه مگر است مجاز تکرار کد و رمز در نکته:
:{a, b, c, d, e, f} حروف با :5 مثال

ساخت؟ می توان حرفی سه کلمه ي چند الف)

1



 

باشد. نشده تکرار حرفی هیچ آن  در که ساخت می توان حرفی سه کلمه ي چند ب)

شود. شروع صدادار حروف با که ساخت می توان حرفی سه کلمه ي چند پ)

باشد. نداشته تکرار و شود شروع صدادار حروف با که ساخت می توان حرفی سه کلمه ي چند ت)

که: نوشت می توان رقمی چهار کد چند {۰, ۱, ۲, ۳, ۴, ۵, ۶, ۷} مجموعه ي با :6 مثال
باشد؟ زوج آن ارقام تمام الف)

باشند؟ فرد و زوج میان در یکی اعداد ب)

باشد؟ ۱۲ شمارنده ي آخر رقم پ)

باشد؟ ۵ از کمتر فرد آخر عدد و باشد ۴ از بیشتر زوج اول عدد ت)

نباشد؟ مجاز رمز در تکرار ث)

کنید. حل دیگر یک بار را ت تا الف حالت هاي نباشد، مجاز تکرار اگر ج)

دارد؟ وجود ۳۰۰۰ از بزرگ تر متمایز و فرد ارقام با رقمی چهار عدد چند :7 مثال

بگیرید. نظر در را ۷۲۰۰۰ عدد :8 مثال
دارد؟ مثبت مقسوم علیه چند عدد این الف)

دارد؟ زوج مقسوم علیه چند عدد این ب)

دارد؟ ۶۰ بر بخش پذیر مقسوم علیه چند عدد این پ)

باشد؟ ۶۰ شمارنده ي که دارد مقسوم علیه چند ت)

نوشت؟ می توان B به A از تابع چند آنگاه باشد، عضوي m مجموعه ي یک B و عضوي n مجموعه ي یک A اگر :9 مثال
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انجام طریق n به دوم عمل و طریق m به اول عمل و گوییم) ناسازگار را عمل دو آن صورت این (در باشد ممکن غیر عمل، دو هم زمان انجام اگر اصل:
داد. انجام می توان طریق m + n به را هم) با دو هر (نه دوم با اول عمل آنگاه باشد پذیر

کرد؟ سفر C شهر به A شهر از می توان حالت چند به زیر، شکل به توجه با :10 مثال

A B C

D

را نفر دو آرمان، آقاي دانش آموز ۷ و امینیان آقاي دانش آموز ۶ ایزدي، آقاي دانش آموز ۵ بین حسابی دکتر مدرسه ي از می توان طریق چند به :11 مثال
نباشند. گروه یک از دو هر که کرد انتخاب

می کنیم. پرتاب را متفاوت سکه دو و تاس یک :12 مثال
است؟ چقدر بیاید، زوج تاس و یک جور سکه ها اینکه حالات تعداد الف)

است؟ چقدر بیابید، زوج تاس یا یک جور سکه ها اینکه حالات تعداد ب)

نوشت؟ می توان ۲۰۰ از کوچکتر یا ۷۰۰ از بزرگ تر رقمی سه عدد چند {۰, ۱, ۲, ۳, ۴, ۵} ارقام با :13 مثال

آن در که نوشت می توان رقمی چهار عدد چند :14 مثال
باشد. شده ظاهر ۳ عدد مرتبه یک دقیقاً الف)

باشد. شده ظاهر ۳ عدد مرتبه  یک حداقل ب)

بیابیم، را A مجموعه ي اعضاي تعداد آنکه بجاي می توان است، مرجع مجموعه ي U آن در که n(U) − n(A′) = n(A) رابطه ي کمک به اصل:
می آوریم. دست به را A مجموعه ي اعضاي تعداد شده گفته رابطه ي طریق از و می کنیم پیدا بودن ساده تر صورت در را آن متمم اعضاي

بیابید. را می شود ظاهر آن در دو عدد که رقمی سه اعداد تعداد :15 مثال

باشد؟ 16 با برابر حداکثر شده رو ارقام مجموع دارد وجود حالت چند تاس، 3 پرتاب در :16 مثال
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باشد؟ شده ظاهر 2 عدد بار 3 آن در حداکثر که نوشت می توان تکرار بدون رقمی 4 عدد چند ۲, ۳, ۴, ۵, ۶ ارقام با :17 مثال

می گوییم. اشیاء آن از جایگشت یک هم کنار آن ها چیدن حالت هر به باشیم، داشته متمایز شی چند اگر تعریف:

شود؟ ختم صدادار حروف به که ساخت می توان متفاوت کلمه ي چند ساخت؟ می توان متفاوت کلمه ي چند ،nature کلمه ي حروف با :18 مثال

که نحوي به بایستند صف یک در می توانند حالت چند به ایزدي آقاي یازدهمی دانش آموز پنج و دهمی دانش آموز چهار :19 مثال
باشد؟ نداشته وجود محدودیتی هیچ الف)

باشند. هم کنار همگی دهمی دانش موزان ب)

باشند. هم کنار نیز یازدهمی دانش آموزان و هم کنار دهمی دانش موزان پ)

نباشند. یکدیگر کنار هم کلاسی دانش موزان ت)

با است برابر و می دهیم نمایش P (n, k) نماد با را متمایز شیء n از شیء k جایگشت هاي تعداد نمادگذاري:

P (n, k) = n × (n − ۱) ×⋯× (n − k + ۱) = n!(n −m)!
کنید. حل را P (n, ۵) = ۱۲ × P (n, ۳) معادله ي :20 مثال

کنید): حل ضرب اصل و متمایز شیء n از شیء k جایگشت طریق دو به را زیر (موارد complite کلمه ي حروف با :21 مثال
نوشت؟ می توان حرفی چهار کلمه ي چند الف)

شود؟ شروع c با که نوشت می توان حرفی چهار کلمه ي چند ب)

نوشت؟ می توان حرفی هشت کلمه ي چند پ)

شود؟ شروع صدادار حروف با که نوشت می توان حرفی چهار کلمه ي چند ت)

باشد؟ شده ظاهر آن در حتما c حرف ولی باشد نشده ظاهر o حرف آن در که نوشت می توان حرفی پنج کلمه ي چند ث)

طریق چند به کند، حرکت به شروع همکف طبقه ي از آسانسور این اگر شده اند. آن سوار نفر ۱۰ که دارد وجود آسانسور یک طبقه ۲۰ ساختمانی در مثال22:
کند؟ پیاده را مسافرین می تواند
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نباشند؟ کنار افسر دو هیچ که طوري به بنشینند ردیف یک در می توانند طریق چند به افسر ۱۲ و سرباز ۴ :23 مثال

برسد؟ کتاب یک حداکثر نفر هر به که نحوي به کرد توزیع نفر ۵ بین را کتاب ۴ و خودکار ۲ می توان طریق چند به :24 مثال

تکرار)؟ (بدون باشند هم کنار فرد ارقام هم و باشند زوج هم که نوشت می توان رقمی ۶ عدد تعداد چه ۶ تا ۱ ارقام با :25 مثال

نوشت؟ می توان رقمی هشت عدد چند ۳, ۴, ۱, ۰, ۰, ۲, ۲, ۲ اعداد با :26 مثال

تعداد باشند، یکسان آن ها تاي  mk تا طریق همین به و یکسان هم با دیگر m۲تاي یکسان، باهم آن ها m۱تاي  که باشیم داشته شیء n اگر نکته:
با است برابر شیء n این جایگشت هاي

n!

m۱!m۲!⋯mk!

بیابید. را Mississippi حروف جایگشت هاي تعداد :27 مثال

آورید. دست به را تولد، ترتیب نظر از آن ها فرزند مختلف حالات تعداد است. پسر آن ها فرزند ۵ می دانیم که است فرزند ۸ داراي خانواده اي :28 مثال

است: امکان پذیر طریق چند به کنیم، حرکت بالا و راست سمت به بتوانیم تنها که نحوي به برسیم، B به A از زیر مشبکه ي در بخواهیم اگر :29 مثال

A

B

است. (n − ۱)! برابر دایره یک دور متمایز شیء n جایگشت هاي تعداد نکته:
که: طوري به بگیرند قرار میز یک دور می توانند طریق چند به نفر شش :30 مثال

باشد؟ نداشته وجود محدودیتی هیچ الف)

باشند؟ هم کنار خاص نفر سه ب)

که: نحوي به بنشینند میز یک دور ۱۰ و مرد ۱۰ تا دارد وجود حالت چند کنفرانس در :31 مثال
باشد؟ نداشته وجود محدودیتی هیچ الف)

باشند؟ نشسته میان در یکی مرد ها و زن ها ب)

باشند؟ نشسته یکدیگر کنار نیز مردها و یکدیگر کنار زن ها پ)

با است برابر متمایز شیء n از شیء k انتخاب (nk)نکته: = n!(n − k)!k!
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است. جایگشت همان ترتیب، با شیء n از شیء k انتخاب واقع در ندارد. اهمیتی هیچ ترتیب متمایز، شیء n از شیء k انتخاب در دقت:
که: نحوي به داد انجام را کار این می توان حالت چند به کنیم. انتخاب ریاضی مسابقات براي نفر ۴ می خواهیم پسر، ۵ و دختر ۲ بین از :32 مثال

باشد؟ نداشته وجود محدودیتی هیچ الف)

شوند؟ انتخاب دختر دو و پسر دو ب)

که: نحوي به کرده  انتخاب را دانش آموز 4 می توان حالت چند به ایزدي، آقاي یازدهمی دانش آموز 6 و دهمی دانش آموز 5 بین از :33 مثال
باشد؟ نداشته وجود محدودیتی هیچ الف)

شود. انتخاب یازدهم کلاس از دانش آموز دو و دهم کلاس از دانش آموز دو ب)

شود. انتخاب دهم کلاس از دانش آموز یک حداکثر پ)

کنید). حل روش دو (به شود انتخاب دهم کلاس از دانش آموز 1 حداقل ت)

:{۱, ۲,⋯, ۱۰} مجموعه ي :34 مثال
دارد؟ عضوي پنج زیرمجموعه ي چند الف)

باشد؟ 4 عدد فاقد و 2 عدد شامل عضوي پنج زیرمجموعه ي چند ب)

باشد؟ اول غیر عدد 3 و اول عدد دو شامل که دارد عضوي پنج زیرمجموعه ي چند پ)

باشند؟ ۱ عضو شامل که دارد وجود عضوي سه زیرمجموعه ي چند ث)

نفر 4 این انتخاب حالات تعداد شود. انتخاب آن ها از متشکل نفري 4 مدیره ي هیئت یک است قرار و می کنند زندگی زوج ۶ آپارتمان یک در :35 مثال
اگر: است چقدر

نباشد؟ محدودیتی هیچ الف)

باشد؟ داشته مدیره هیئت عضو یک حداکثر خانواده هر ب)

می کنند. زندگی نفره سه خانواده ي ۷ آپارتمان این در کنید: حل تغییر این با را ب و الف قسمت پ)

فرد دو سخنرانی بین که طوري به دارد وجود آنان براي سخنرانی ترتیب طریق چند کرده اند. نام ثبت سخنرانی جهت نفر ۵ همایش، یک در :36 مثال
کند؟ سخنرانی نفر یک فقط آن ها از b و a نظر مورد
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بیابید. را باشد، A آن ها حرف دو دقیقاً که SALAMAT کلمه ي حروف از حرفی چهار جایگشت هاي تعداد :37 مثال

می توان: طریق چند به دارد. وجود آبی توپ هفت و قرمز توپ پنج سفید، توپ چهار کیسه یک در :38 مثال
باشد؟ آبی آن ها دوتاي که کرد خارج همزمان توپ سه الف)

باشد؟ آبی آن ها دوتاي که کرد خارج ترتیب به را توپ سه ب)

باشند؟ رنگ یک آن ها همه ي و کرد خارج همزمان توپ سه پ)

باشند؟ رنگ یک آن ها همه ي و کرد خارج ترتیب به را توپ سه پ)
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درس6 تمارین

باشد؟ نشده ظاهر آن ها در 2 عدد که است موجود ۱۰۰۰ از کمتر عدد تعداد چه . 1

طوریکه: به داد پاسخ سوال، 10 شامل گزینه اي 4 تستیِ آزمون یک به می توان طریق چند به . 2

شود. داده پاسخ حتماً سوال هر به الف)

نداد. پاسخ سوال هر به بتوان ب)

آورید. دست به را تولد) ترتیب نظر (از آن ها فرزندان مختلف حالات تعداد است. پسر آن ها فرزند 4 می دانیم و است فرزند 7 داراي خانواده اي . 3

ساخت؟ می توان 60 بر بخش پذیر علیه مقسوم چند عدد این با دارد؟ مثبت علیه مقسوم چند ۷۲۰۰۰ عدد . 4

: ۰, ۱, ۲, ۳, ۴, ۵ ارقام با . 5

نوشت؟ می توان رقمی سه عدد چند الف)

نوشت؟ می توان ارقام تکرار بدون رقمی سه عدد چند ب)

نوشت؟ می توان زوج رقمی سه عدد چند پ)

نوشت؟ می توان ارقام تکرار بدون زوج رقمی سه عدد چند ت)

نوشت؟ می توان 5 بر بخش پذیر رقمی سه عدد چند ث)

باشد؟ خود همسر کنار فرد هر که طوري به بنشینند میز یک دور می توانند طریق چند به زوج پنج . 6

رفت؟ B نقطه ي به A نقطه ي از می توان طریق چند به زیر مشبکه ي در . 7

A

B

دارند؟ جایگشت چند اعداد این ساخت؟ می توان رقمی چهار عدد چند ۵, ۴, ۳, ۲, ۱, ۱, ۱ ارقام با . 8

مجاورند؟ غیر l حروف gallery حروف از جایگشت چند در . 9

نشوند؟ انتخاب هم با نفر دو این که طوري به نمود انتخاب را نفر 5 هستند قهر هم با نفر 2 که نفر 7 بین از می توان طریق چند به . 10

کرد؟ تقسیم نفره 5 گروه سه به را نفر 15 می توان طریق چند به الف) . 11

کرد؟ تقسیم نفره 5 گروه سه به را نفر 15 می توان طریق چند به ب)

کرد؟ تقسیم نفره 3 گروه یک و نفره 6 گروه دو به را نفر 15 می توان طریق چند به پ)

نماند. خالی اتاقی هیچ که طوري به کرد تقسیم متمایز اتاق چهار در را نفر 5 می توان طریق چند به . 12

دارد؟ قطر چند محدب، ضلعی n یک . 13

شود؟ چیده قفسه در میان در یک می تواند طریق چند به را یکسان غیر فیزیک کتاب 3 و یکسان غیر ریاضی کتاب 4 . 14

ندارند؟ تکراري رقم که دارد وجود ۷۰۰۰ تا ۲۰۰۰ بین فرد عدد چند . 15

سعدي:

د دا روری آ و کلاه داری ت ند و ھاد ج ه ک ف
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تعالی باسمه

ی) سا ر د در ی ) دی ا مد درس: م د ی ریا س خلا
احتمال اول: درس هفتم، فصل

گوییم. نمونه اي فضاي را تصادفی آزمایش یک نتایج مجموعه ي تعریف:

است. A = ,دختر} {پسر با برابر حالت این در نمونه اي فضاي دارد. فرزند یک خانواده اي الف) :1 مثال
است. A ×A با برابر حالت این در نمونه اي فضاي است. فرزند 2 داراي خانواده اي ب)

پرتاب نمونه اي فضاي نتیجه در و است B = {۱, ۲,⋯, ۶} نمونه اي فضاي داراي تاس پرتاب و A = ,پشت} {رو نمونه اي فضاي داراي سکه پرتاب پ)
.۲۳ × ۶ با است برابر آن اعضاي تعداد که A ×A ×A ×B با است برابر تاس یک و سکه سه

.(۱۲۲) با است برابر نفر 12 از نفر 2 انتخاب نمونه ايِ فضاي اعضاي تعداد ت)

یک A ⊆ S اگر صورت این در برابرند. باهم یکدیگر با S اعضاي از یک هر وقوع احتمال و است متناهی نمونه اي فضاي یک S کنید فرض تعریف:
با است برابر A پیشامد دادن رخ احتمال باشد، دلخواه پیشامد

P (A) = n(A)
n(S)

,قرمز} {سفید از است عبارت حالت این در نمونه اي فضاي می کنیم. انتخاب تصادف به مهره اي است. قرمز مهره ي 2 و سفید مهره ي 3 شامل ظرفی :2 مثال
داراي سفید مهره ي شدن خارج شانس زیرا نیست؛ قرمز یا سفید مهره ي شدن خارج براي هم شانس احتمال یک ظرف، از مهره یک کردن خارج حالت این در و
نمونه اي فضاي آنگاه کنیم شماره گذاري را مهره ها تمام اگر است. هم شانس احتمال این باشد، موجود قرمز و سفید مهره ي دو ظرف در اگر اما است. بیشتري احتمال

می کند. تغییر زیر صورت ,قرمز)}به ۱), ,قرمز) ۲), ,آبی) ۱), ,آبی) ۲), ,آبی) ۳)}
دارد. هم شانس عضو پنج هم شانس، غیر عضو دو بجاي ما نمونه اي فضاي صورت این ,۲)در ۳) مثل حالت هایی (چرا A = {۱, ۲,⋯, ۶} آن در که است S = A×A صورت به نمونه فضاي می کنیم. پرتاب باهم را متفاوت تاس دو :3 مثال

برابر باشد زوج رو اعداد مجموع آنکه احتمال . ۳×۳
۳۶ با است برابر تاس دو هر آمدن زوج احتمال .n(S) = ۳۶ بنابراین و نگرفته ایم؟) نظر در یکسان را (۳, ۲) و

. ۳×۳+۳×۳
۳۶ با است

بود؟ خواهد اول عدد یک شده رو اعداد جمع احتمالی چه به می کنیم. پرتاب همزمان را تاس دو :4 مثال

است؟ دختر فرزند 3 یا پسر فرزند 2 احتمال کدام با فرزندي، چهار خانواده ي یک در :5 مثال

و سفید گوي یک آنکه احتمال می کنیم. خارج همزمان و تصادف به ظرف از گوي دو است. سفید مهره ي 5 و سیاه مهره ي 4 شامل کیسه اي :6 مثال
با است برابر باشد مشکی (۵۱)دیگري × (۴۱)(۹۲)

است. (۴۲)(۹۲) با برابر باشند سیاه گوي دو هر آنکه احتمال
از است عبارت بگیرد قرار حرف سه B و A حروف بین آنکه احتمال می دهیم. قرار یکدیگر کنار تصادف به را انگلیسی اول حرف هشت :7 مثال

۴ × [(۶۳) × ۳! × ۳!] ۲!
۸!
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از یکی فقط احتمالی چه با می آوریم. بیرون آن از مهره 3 تصادف به دارد. وجود قرمز مهره ي 2 و سیاه مهره ي 3 سفید، مهره ي 4 جعبه اي در :8 مثال
است؟ سفید مهره ها

کارت دو این اعداد مجموع احتمالی، چه با می کنیم. خارج آن ها بین از کارت دو تصادف به شده اند. نوشته یکسان کارت 9 روي بر 9 تا 1 اعداد :9 مثال
است؟ 11 برابر

احتمالی چه با می کنیم. خارج جایگذاري بدون و پی در پی و تصادفی طور به را مهره  ها این دارد. وجود 5 تا 1 شماره هاي با مهره 5 کیسه اي در :10 مثال
نمی شود. خارج فرد متوالیاً شماره ي با مهره دو

دو احتمالی چه با می کنیم. خارج جایگذاري با و پی در پی و تصادفی طور به را مهره  ها این دارد. وجود 5 تا 1 شماره هاي با مهره 5 کیسه اي در :11 مثال
می شود. خارج فرد متوالیاً شماره ي با مهره

آنگاه: باشد S نمونه اي فضاي از پیشامد یک A اگر احتمال: قوانین

1) P (A′) = ۱ − P (A)
2) P (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B)
3) P (A −B) = P (A) − P (A ∩B)
طریق دو به را باشد سفید مهره یک حداقل آنکه احتمال می کنیم. انتخاب تصادف به مهره دو سیاه، مهره ي 4 و سفید مهره ي 5 شامل ظرفی از :12 مثال
(قانون احتمال قوانین از که است آن دوم راه است. (۵۲)+(۵۱)(۴۱)(۹۲) با برابر حاصل که بگیریم کار به را مستقیم روش که است آن اول راه آوریم. دست به می توانیم

است. ۱ − (۴۲)(۹۲) با برابر سفید مهره ي یک حداقل شدن خارج احتمال صورت این در که کنیم محاسبه را مهره دو هر آمدن سیاه احتمال یعنی بگیریم کمک دوم)
صورت به متمم احتمال کمک به را باشند یکسان تولد تاریخ داراي آن ها از نفر دو حداقل آنکه احتمال کرده اند. شرکت مهمانی یک در نفر ده :13 مثال

کرده ایم. محاسبه زیر
۱ −

۳۶۵ × ۳۶۴ × ۳۶۴ ×⋯× ۳۵۶
۳۶۵۱۰

بر آنکه احتمال و ۳۳
۱۰۰ با برابر باشد بخش پذیر 3 بر عدد این آنکه احتمال می کنیم. انتخاب {۱, ۲, ۳,⋯, ۱۰۰} مجموعه ي از تصادف به را عددي :14 مثال

بخش پذیر 5 یا 3 بر عدد این آنکه احتمال نتیجه در است. ۱۶
۱۰۰ با برابر باشد بخش پذیر 3 و 5 عدد دو هر بر عدد این آنکه احتمال است. ۲۰

۱۰۰ با برابر باشد بخش پذیر 5
آوریم: دست به می توانیم زیر صورت به را باشد

P (A ∪B) = P (A) + P (B) − P (A ∩B) = ۳۳
۱۰۰ +

۲۰
۱۰۰ −

۱۶
۱۰۰

است: محاسبه قابل زیر صورت به نباشد بخش پذیر 5 بر ولی باشد بخش پذیر 3 بر عدد این آنکه احتمال اما

P (A −B) = P (A) − P (A ∩B) = ۳۳
۱۰۰ −

۱۶
۱۰۰

با: است برابر نباشد بخش پذیر 5 و 3 بر آنکه احتمال نهایت در و

P (A′ ∩B
′) = P ((A ∪B)′) = ۱ − P (A ∪B)
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کنید. حساب نیز را باشد بخش پذیر 5 بر فقط یا 3 بر فقط عدد این آنکه احتمال تمرین عنوان به
همرنگ مهره دو این احتمالی چه با آوریم، بیرون آن از مهره دو اگر است. موجود قرمز مهره ي 5 و سیاه مهره ي 2 سفید، مهره ي 3 جعبه اي، در :15 مثال

نیستند؟

سفر بار اولین براي تاجرین، این از نفر ۸ اند. کرده سفر بار اولین براي نفر ۱۲ و تاجر آن  ها نفر ۲۳ که نفرند ۷۲ هتل یک در مسافرین تعداد :16 مثال
است؟ کرده سفر بار اولین نه و است تاجر نه فرد این احتمال کدام با شود، انتخاب آن ها بین از تصادف به فردي اگر کرده اند.

وقوع احتمال و ناسازگار را پیشامد دو این آنگاه A∩B = ∅ یعنی باشند؛ نداشته اشتراکی هیچ S نمونه اي فضاي  در B و A پیشامد دو اگر تعریف:
می شود: محاسبه زیر رابطه ي از احتمال این و می نامیم ناسازگار احتمال را آن ها از یکی

P (A ∪B) = P (A) + P (B)
است؟ 5 دقیقاً یا است 17 حداقل یا شده رو اعداد مجموع احتمالی چه با می کنیم. پرتاب همزمان را تاس سه :17 مثال

.P (A′ ∩B
′) و P (A ∪B) مقادیر است مطلوب باشد P (A) = ۱

۳ و P (A ∩B) = ۱
۶ ،P (B ′) = ۱

۲ اگر :18 مثال

بخش پذیرند؟ 5 بر نه و 3 بر نه عدد دو این احتمالی چه با می کنیم. انتخاب تصادف به را عدد دو ،۱۰۰ از کوچکتر طبیعی اعداد بین در :19 مثال
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6 درس تمارین

بیایند. یکدیگر کنار m سه هر آنکه احتمال است مطلوب می دهیم. قرار یکدیگر کنار تصادف به را mohammad حروف . 1

باشد داشته دختر یک حداقل ایزدي آقاي خانواده ي آنکه احتمال است. پسر خانواده فرزند بزرگ ترین می دانیم است. فرزند 6 داراي ایزدي آقاي خانواده ي . 2
کنید). حل متمم احتمال و مستقیم روش دو به را مسئله (این است چقدر

است؟ چقدر بیاید دفعه ي از کمتر بار هر آنکه احتمال می کنیم. پرتاب مرتبه  سه را تاسی . 3

است؟ چقدر باشیم داشته کامل جفت یک اینکه احتمال می کنیم. انتخاب تصادف به لنگه 3 متمایز، کفش جفت 10 میان از . 4

علاقه مند درصد 10 بسکتبال، به علاقه مند درصد 13 فوتبال، به علاقه مند درصد 25 والیبال، به علاقه مند حسابی دکتر مدرسه ي دانش آموزان از درصد 20 . 5
علاقه مندند. ورزش سه هر به نیز درصد 4 هستند. بسکتبال و فوتبال به علاقه مند درصد 5 و بسکتبال و والیبال به علاقه مند درصد 8 فوتبال، و والیبال به

است؟ چقدر نباشد علاقه مند ورزشی هیچ به و شود انتخاب حسابی دکتر مدرسه ي از فردي آنکه احتمال

آنکه: احتمال است مطلوب می کنیم. انتخاب تصادف به را مهره سه دارد. وجود سبز مهره ي 6 و قرمز مهره ي 5 سفید، مهره ي 4 کیسه یک در . 6

باشد. سبز مهره سه هر الف)

باشد. قرمز یکی و سبز مهره دو ب)

باشند. هم رنگ مهره سه پ)

نباشند. همرنگ مهره سه ت)

است؟ چقدر نباشد بخش پذیر 7 و 5 بر و بخش پذیر 4 بر عدد این آنکه احتمال می کنیم. انتخاب تصادف به را عددي {۱, ۲, ۳,⋯, ۱۰۰۰} مجموعه ي از . 7

آنکه: احتمال است مطلوب ساخته ایم. رقمی چهار عددي ۴ تا ۰ ارقام با . 8

باشد. فرد عددي الف)

باشد. متمایز ارقام داراي ب)

باشد. زوج و متمایز ارقام داراي پ)

بیابید. را زیر موارد حاصل باشد، P (A ∩B) = ۱
۴ و P (B) = ۱

۲ ،P (A) = ۳
۸ اگر . 9

P (A ∪B) , P (A′ ∩B
′) , P (A −B) , P (A′ −B) , P (A′ ∪B

′) P (B −A
′)

و شده کنفرانس محل وارد سپس ایستاده اند. تصادفی طور به صف یک در برگزاري محل به ورود براي و کرده اند شرکت زن 5 و مرد 5 کنفرانس یک در . 10
می نشینند. میز یک دور تصادفی طور به

دارند؟ قرار یکدیگر کنار زن ها همه ي صف، در احتمالی چه با الف)

دارند؟ قرار یکدیگر کنار نیز مرد ها و یکدیگر کنار زن ها همه ي صف، در احتمالی چه با ب)

دارند؟ قرار یکدیگر کنار زن ها احتمالی چه با میز، دور پ)

دارند؟ قرار یکدیگر کنار نیز مردها و یکدیگر کنار زن ها احتمالی چه با میز، دور ت)

سعدي:

د دا روری آ و کلاه داری ت ند و ھاد ج ه ک ف
4


