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چهارم  فصل 
����:

 تعريف مشتق:
را در دو نقطه قطع مي .كند خط قاطع: خطي است كه منحني تابع

B A

B A

y y
x x

−
=

−
 شيب خط قاطع

و بيAبه سمتBاگر نقطه زيرشكل خط مماس: در در،شودAي نهايت نزديك نقطه حركت كند خط قاطع به خط مماس

.شود تبديل ميAنقطه 

يب قاطعش
B A
lim
→

 شيب خط مماس

B A

B A
x x B A

y y
lim

x x→

−
−

 = شيب خط مماس

 تعريف مشتق:

yمشتق تابع f (x)=در نقطهx a=كه با نمادf (a)′د نمايش مي xر نقطه دهيم برابر است با شيب خط مماس a=

 تعاريف رياضي مشتق:

مي x=aنوع تعريف رياضي براي مشتق تابع در نقطه2در اين قسمت  كنيم: بيان

 الف)

x a

f (x) f (a)f (a) lim
x a→

−′ =
−

 در اين تعريف داريم:

aمشتق راست در :x a f (a)+
+′→  اگر ⇒

aمشتق چپ در :x a f (a)−
−′→  اگر ⇒

ب)

x

f (a x) f (a)f (a) lim
x∆ →

+ ∆ −′ =
∆�

 در اين تعريف داريم:

aمشتق راست در :x f (a)+
+′∆ →  اگر�⇒

aمشتق چپ در :x f (a)−
−′∆ →  اگر�⇒

2با استفاده از تعريف مشتق، مشتق تابع مثال:� 3f (x) x x= 1xرا در نقطه +  دست آوريد.هب=

:از تعريف الف
2 2

1 1 1

1 3 1 3 3 41
1 1 1x x x

f (x) f ( ) (x x) ( ) x xf ( ) lim lim lim
x x x→ → →

− + − + + −′ = = = =
− − −

�
�

ــام ــع ابه →رف
1

1 4
5 1 5

1x

(x )(x )lim f ( )
(x )→

− + ′= ⇒ =
−

Ax Bx

Ay

By
A

B
y f(x)=

a x

f (a)

f (x)
A

B
y f (x)=

B

a a x+ ∆

f (a)

f (a x)+ ∆

A

B
B

x∆
���
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ب :از تعريف
21 1 1 3 1 1 31

x x

f ( x) f ( ) ( x) ( x) ( )f ( ) lim lim
x x∆ → ∆ →

+ ∆ − + ∆ + + ∆ − +′ = =
∆ ∆� �

2 21 2 3 3 4 5
x x

( x) x x ( x) xlim lim
x x∆ → ∆ →

+ ∆ + ∆ + + ∆ − ∆ + ∆
= = =

∆ ∆� �

�
�

ــام ــع ابه →رف
5 5 1 5

x

x( x )lim f ( )
x∆ →

∆ ∆ + ′= ⇒ =
∆�

�ي يك حد كه مبهم بينيم محاسبه مشتق تابع در يك نقطه با استفاده از تعريف مستلزم محاسبه تذكر: همانطور كه در مثال بالا مي
�

و است مي باشد

و قضيه طولاني است در صورتي كه با توجه به فرمول مي هاي مشتق ها ب گيري مشهتوانيم بهراحتي مقدار  بالا داريم: مثلاً در مثال،دست آوريم تق را

2 3 2 3 1 2 3 5f (x) x x f (x) x f ( )′ ′= + ⇒ = + ⇒ = + =

2اگر:مثال� 2f (x) | x | x= − 2، حاصل+ 2

x

f ( x) f ( )lim
x−∆ →

+ ∆ −
∆�

 كدام است؟

1(2-2(1
2

−3(1
2

4(3
2

 صحيح است.2گزينه:حل�

2 2
2

x

f ( x) f ( )lim f ( ) ?
x− −

∆ →

+ ∆ − ′= =
∆�

2 اگر 2 1
2 2 2 1 2 1

4 22 2
x f(x) x x f (x) f ( )

x −′ ′< ⇒ = − + + ⇒ = − + ⇒ = − + = −

:گيري هاي مشتق فرمول

تابعمشتق تابعمثال

3y y′= ⇒ = �y′ = �y k= ⇒)1

4 4y x y′= ⇒ =y k′ =y kx= ⇒)2

3 23y x y x′= ⇒ =1ny nx −′ =ny x= ⇒)3

2 4 2 33 4 2 3 3y (x x) y ( x )(x x)′= + ⇒ = + +1ny nu u −′ ′=ny u= ⇒)4

3 2 24 3 8y x x y x x′= − ⇒ = −y u v′ ′ ′= ±y u v= ± ⇒)5

2 3 3 2 21 2 2 2 3 2 1y (x )(x x) y ( x)(x x) ( x )(x )′= + + ⇒ = + + + +y u v v u′ ′ ′= +y u.v= ⇒)6
2 2

2
1 2 2 3 2 1

2 3 2 3

x x( x ) (x )y y
x ( x )
+ − − +′= ⇒ =
− −2

u v v uy
v

′ ′−′ =uy
v

= ⇒)7

2 2
2 2

2

( x )y
(x x)

+′ = −
+2

1

2
y

x x
= ⇒

+2
uy

u

′−′ =1y
u

= ⇒)8

2 2
3 1 12 2 14
2 4 2 4 2 4

xy y
x ( x ) ( x )
+ − − −′= ⇒ = =
− − −2

ad bcy
(cx d)

−′ =
+

ax by
cx d
+

= ⇒
+

)9

2
3

3

1
2

3 22
2 2

y x y
x

xy x x y
x x

 ′= ⇒ =

 + ′= + ⇒ =
 +

2
uy

u
′

′ =y u= ⇒)10

2
3 34

34

3 2
3 3

3 6 42 4
4 2 4

2 1 2

3 3

( x )y ( x x) y
( x x)

( )y x y
x x

 +′= + ⇒ =
 +



′= ⇒ = =


m m n

nuy
m u −

′
′ =m ny u= ⇒)11
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:توابع مثلثاتي

 تابع مشتق تابع مثال

y Cosx′ =y Sinx= ⇒)1

y Sinx′ = −y Cosx= ⇒)2

21y ( tan x)′ = +y tan x= ⇒)3

21y ( Cot x)′ = − +y Cot x= ⇒)4

1
2

y Sin x y Cos x
x

′= ⇒ =y u Cosu′ ′=y Sinu= ⇒)5

3 2 33y Cosx y x Sinx′= ⇒ = −y u Sinu′ ′= −y Cosu= ⇒)6

2 2 21 2 1 1y tan(x ) y x( tan (x ))′= + ⇒ = + +21y u ( tan u)′ ′= +y tanu= ⇒)7

2 2 22 1y Cot x y ( x)( Cot x )′= π ⇒ = − π + π21y u ( Cot u)′ ′= − +y Cot u= ⇒)8

2 3 2 3 32 3y Sin x y ( x )Cosx Sinx′= ⇒ =1ny nu CosuSin u−′ ′=ny Sin u= ⇒)9

3 22 3 2 2 2y Cos x y ( )Sin xCos x′= ⇒ = −1ny nu SinuCos u−′ ′= −ny Cos u= ⇒)10

2 22 1 1y tan x y ( )( tan x)tan x′= ⇒ = +2 11 ny nu ( tan u)tan u−′ ′= +ny tan u= ⇒)11

2 21
2 1

2
y Cot x y ( )( Cot x )Cot x

x
′= ⇒ = − +2 11 ny nu ( Cot u)Cot u−′ ′= − +ny Cot u= ⇒)12

22fاگر:مثال� (x) Sin x= π،1گاهآن
6

f (  كدام است؟′(

1(2
2

π2(3
2

π3(2π4(3π

 صحيح است.1گزينه:حل�

2
2

2

1 2 34
6 24 1 6 62

6 12 2 2 2 2
6 2

( )Cos
xCos xf (x) Sin x f (x) f ( )
S in x Sin ( )

π π
π ×

π π′ ′= π ⇒ = ⇒ = =
ππ

3 3 1 2
6 2 26 2

π π π
= = π = π = =  

3يي مشتق تابع با ضابطه اندازه:مثال� 3 2f (x) Cos
x
π

= +
π

3xبه ازاي  كدام است؟=

1(1
12

2(1
9

3(1
6

4(1
4

 است. صحيح1گزينه:حل�

22
3 3 33 2 3

2 3 2

( )Sin
xxf (x) Cos f (x) f ( )

x
Cos

x

−π π
−

π ′ ′= + ⇒ = × ⇒ =
π π ππ

+

2π

× 9 3

2

Sin π

3 2
3

Cos
=

π
+

3
π

2π

×

3
9 2

2

×

13 2
2

( )
=

+

3
3 3 1183 3

2 36 36 12
× = × = =  
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3yمقدار مشتق:مثال� Sin xCos x=ي در نقطه
4

x π
 كدام است؟=

1(2-2(1-3(14(2

 صحيح است.1گزينه:حل�

3 3 3y Cos xCos x Sin xSin x′ = −

3 3 2 2 2 2 2 6 83 3 2
4 4 4 4 4 2 2 2 2 4 4 4

y ( ) Cos Cos Sin Sin ( ) ( )( )π π π π π −′ = − = × − = − − = − = −

fاگر:مثال� (x) x Sin x= π1مقدارf (  كدام است؟′+(

1(−π2(1-3(14(π

 صحيح است.4گزينه:حل�

1x x Sin x> ⇒ π > π ⇒ π <  اگر�

1 0 1 1
f (x) x Sin x

xf (x) Sin x ( Cos x) ( x) ( ) ( )
⇒ = − π

=′⇒ = − π + π π − + π − − = π

:مهم در محاسبه مقدار مشتق تابع در يك نقطهي نكته دو
:1ي نكته

مي براي محاسبه را ساده كرده سپس از آن مشتق بگيريم بـهي مقدار مشتق تابع در يك نقطه عنـوان توانيم ابتدا تا حد امكان تابع

 مثال داريم:

:1مثال�

2

5 5
4

5

x x x(x )f (x) f ( ) ?
x x

+ + + ′= ⇒ =
+

 حل:�

5 5 1 1 1 1 10 5
5 4

4 6 24 125 2 2 5
x x ( x x )f (x) x x f (x) f ( )

x x x x
+ + + ′ ′= = + + ⇒ = + ⇒ = + = =

+ +
5
12

:2 مثال�

2
24

f (x) SinxCosxCos x f ( ) ?π′= ⇒ =

 حل:�

1 1 1 1 32 2 4 4 4 4
2 2 2 4 24 24 6 2

f (x) Sin xCos x ( Sin x) Sin x f (x) Cos x f ( ) Cos ( ) Cosπ π π′ ′= = = ⇒ = ⇒ = = =  

:2ي نكته

را در ريشه در توابعي كه به ها بخواهيم فقط كافي است مشتقي يكي از عامل صورت ضرب چند عامل هستند اگر مقدار مشتق

و در بقيهآن عامل   هاي زير توجه كنيد: ها ضرب كنيم به مثالي عاملرا محاسبه

:1مثال�
2 2 2 21 2 3 10 3f (x) (x )(x )(x )...(x ) f ( ) ?′= − − − − ⇒ =

3xكه با توجه به اين حل:� 2عامل= 9(x را در بقيه ضـرب كنـيمرا صفر مي−( ،كند پس فقط كافي است مشتق اين عامل

ميرا مشتق بقيه پرانتزها زي مي وقتي در اين عامل ضرب  گردد، يعني: شود حاصل صفر
2 2 2 23 2 1 2 8 10 6 8 7 1 1 6 8f ( ) ( x)(x )(x )...(x )(x ) ( )( )...( )( ) !′ = − − − − = − = − ×

2
π

π
�

3
2
π
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:2 مثال�

5

4
1 3 2

1
5 3

(x ) xf (x) f ( ) ?
( x )
− − ′= ⇒ =

−

 حل:�

5 5

4 4
3 2 3 2 11 1 1

5 3 5 3

x xf (x) (x ) f ( )
( x ) ( x )

− −′= − × ⇒ = × =
− − 1

1
16x=

=

:3 مثال�
8f (x) Sin x.Cos x f ( ) ?′= ⇒ π =

 حل:�
8 9 9 91 1f ( ) (Cos x .Cos x) Cos x Cos ( )′ π = = = π = − = −

2مشتق تابع:4 مثال� 31 1 2y (x ) x x x= − − 1xبه ازاي+  كدام است؟=

1(22(1
2

2
+3(2

2
4(1

2 2
2

+

ا2گزينه:حل�  ست.صحيح

2با توجه به اينكه در عبارت 31 1(x ) x− 1xدو عامل صفر شونده در− در،داريم= 1xپس مشتق اين عبارت  برابر صفر است.=

2
1 2 2 1 2

2 2 2 2 2
y ( ) x x

x
′ = + + × = + × = +�

1
2 12 1 2

2 2 2x=
= + × = +  

 مشتق تابع مركبمشتق تابع مركب

x u x

dy dy du
dx du dx

y f (u)
y y u

u g(x)

= ×

=
′ ′ ′⇒ = ×

=
↓ ↓ ↓

22y: اگر1 مثال� u u= 2uو− Sin x=،مقدار مشتقyبر حسبxي در نقطه
6

x π
 كدام است؟=

1(2 3 1−2(3 2 1−3(3 2 1+4(2 3 1+

 صحيح است.1گزينه حل:�

32
6 6 2

x u Sinπ π
= ⇒ = = 

3 164 1 2 2 4 1 2 2 2 3 1 2 2 3 1
2 6 2

3
2

x u x
x

y y u ( u )( Cos x) ( )( Cos ) ( )( ( ))

u

π
= π′ ′ ′= × = − − = − = −

=

1اگر:2 مثال�
2y u

u
= 2و− 2u Sin x Cos x= dyمقدار،−

dx
به ازاي

4
x π
 كدام است؟=

1(92(103(124(15

 صحيح است.4گزينه حل:�

2 22 12
4 4 4 2 2

x u Sin Cos ( ) ( )π π π
= ⇒ = − = − =�

2
2 1 1 2 242 2 2 1 2 2 1 5 3 15

1 2 22 2
1 4
2

xdy ( )( CosxSinx Sin x) ( )( )
dx u u

u

π
=

= + + + × × + × = × =

=
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ي زنجيري در مشتق:ي زنجيري در مشتق: قاعدهقاعده
yبا توجه به مشتق تابع مركب مشتق توابع f (u)=وy (fog)(x)=مي به  شوند: صورت زير محاسبه

y f (u) y u f (u)′ ′ ′= ⇒ = و

( ) ( )y (fog)(x) f g(x) y g (x)f g(x)′ ′ ′= = ⇒ =

22اگر:1 مثال�
3

f ( )′ = 1مقدار مشتق تابع،باشد− 3y f( x )= 1xبه ازاي− =  كدام است؟−

1(2-2(1
2

−3(1
2

4(2

 صحيح است.3گزينه:حل�

3 3
1 3 1 3 1 2

42 1 3
y f ( x ) y f ( x ) y ( ) f ( )

x
− −′ ′ ′ ′= − ⇒ = − ⇒ − =
−

2 چون 3 2 12 1
3 4 3 2

f ( ) y ( )′ ′= − ⇒ − = − ×− =

2fاگر:2 مثال� (x) Sin x=وg(x) x=،مقدار مشتق تابعgof(x) در
12

x π
 كدام است؟=

1(3
2

2(4
3

3(3
4

4(2
3

 صحيح است.1گزينه:حل�

( )y (gof )(x) g(f (x)) y f (x)g f (x) f ( )g ( f ( ) )′ ′ ′ ′ ′= = ⇒ = 12
12 12

x
f ( )g (f ( ))

π
=

π π′ ′  

:با توجه به اينكه

1
12 6 22 2 2

2 3
12 6

f ( ) Sin
f (x) Sin x f (x) Cos x

f ( ) Cos

π π = =′= ⇒ = ⇒  π π ′ = =


1 1 1 1 2
12 22 1 22 22

g(x) x g (x) g ( )
x

′ ′= ⇒ = ⇒ = = =  

 پس:

1 2 6 6 33
12 12 2 2 2 4 2

y ( ) f ( ) g ( )π π′ ′ ′= = × = = =  

�تذكر: با توجه به اينكه تعريف مشتق كه در ابتداي اين فصل بيان شد در واقع يك حد بصورت مبهم
�

است لذا براي رفع ابهام

دي هوپيتال استفاده كنيم كه براي مشتق توانيم از قاعده آن مي ميگيري توانيم از قاعده زنجيري استفاده كنيمر روش هوپيتال

 عنوان مثال داريم: به

fاگر:مثال� (x) tan x=،حاصل
2

4 4
h

f ( h) f ( )
lim

h→

π π
+ −

�
 كدام است؟

:حل�

2
2 2 2

4 4 4 2 2 1 2 1 1 4
1 4 4

Hop

h h

f( h) f ( ) f ( h)
lim lim f ( ) ( tan ) ( )

h→ →

π π π′+ − + − π π′= ⇒ = = + = + =
� �

��
�
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2yاگر:مثال� tan ( u)= πوu x x= dyمقدار،+
dx

1به ازاي
4

x  كدام است؟=

1(8− π2(4− π3(4π4(8π

 صحيح است.1گزينه:حل�

1 1 1 1 1 3
4 4 4 4 2 4

x u= ⇒ = + = + =

( )2 12 1 1
2

dy ( tan ( u)) tan ( u) ( )
dx x

= π + π π +

( )2
3
4

1
3 3 14 2 1 1 2 1 1 1 2 8
4 4 12

4
u

x
( ( tan )) (tan ) ( ) ( ) ( ) ( )

=

=
π π

π + + = π + − = − π

و آهنگ لحظه و آهنگ لحظهآهنگ متوسط  اي تغييرات تابع:اي تغييرات تابع: آهنگ متوسط
 الف) آهنگ متوسط تغييرات:

yآهنگ متوسط تغييرات تابع f (x)=نسبت به متغيرx1ي هنگامي كه متغير روي بازه 2x , x  مي از دامنه كندي تابع تغيير

 عبارتست از:

2 1

2 1

f (x ) f (x )y
x x x

−∆
=

∆ −
 

2و يا اگر 1x x x− =  داريم:∆

1 1f (x x) f (x )y
x x

+ ∆ −∆
=

∆ ∆
 

اي تغيير يك تابع:ب) آهنگ لحظه

(آني) تغيير تابع در نقطه آهنگ لحظه 1xاي x=:1 برابر است باf (x )′

∆xاي حد آهنگ متوسط است وقتي در واقع آهنگ لحظه → ؛ يعني:�

1 1
x x

f (x x) f (x )ylim lim
x x∆ → ∆ →

+ ∆ −∆
=

∆ ∆� �

2ي آهنگ متوسط تغيير تابع با ضابطه:1 مثال� 144f (x) x= از روي بازهxبه متغير نسبت + 5xاي 9xتا=  كدام است؟=

1(4/02(5/03(6/04(7/0

 صحيح است.2گزينه:حل�

9 5 81 144 25 144 15 13 2 0 5
9 5 4 4 4

y f ( ) f ( ) /
x

∆ − + − + −
= = = = =

∆ −
 

fي : در تابع با ضابطه2 مثال� (x) x=و ياي در نقطه تغيير كند برابر آهنگ لحظه25تا4ازxقتي آهنگ متوسط تغيير تابع

x a=،استaكدام است؟ 

1(75/112(25/123(5/124(5/13

 صحيح است.2گزينه:حل�

آهنگ متوسط 25 4 25 4 5 2 1
25 4 21 21 7

f ( ) f ( )− − −
= = = =

−

1 آهنگ لحظه اي 1
2 2

x af (a)
x a

=′ =

طبق فرض 1 1 49
2 7 4 49 12 25

7 42
a a a /

a
⇒ = ⇒ = ⇒ = ⇒ = =  
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3fي در تابع با ضابطه:مثال� (x) x=3آهنگ متوسط تغيير تابع وقتيx 0و= 1x /∆ در از آهنگ لحظه= اي تغيير تابع

3xي نقطه  تر است؟ بيش چقدر=

1(31/02(42/03(62/04(91/0

 صحيح است.4گزينه:حل�
33 0 1 3 3 1 27 29 791 27 27 91

0 1 0 1 0 1
f (x x) f (x) f ( / ) f ( ) ( / ) / /

x / / /
+ ∆ − + − − −

= = = = =
∆

 آهنگ متوسط

2 23 3 3 3 27f ( ) x ( )′= = = اي آهنگ لحظه=

 آهنگ متوسط–اي = آهنگ لحظه27-91/27=91/0

 سرعت يك متحركسرعت يك متحرك
و قانون حركت آن sاگر متحركي روي يك خط مستقيم حركت كند f (t)=با باشد، سرعت لحظه V(t)اي متحرك كه آنرا

V(t)دهند از دستور نشان مي f (t)′=به به دست مي آن آيد fكه شرط (t)′و مشتق دوم fموجود باشد (t)يعنيf (t)′′

ميش را با تاب متحرك  دهيم. نمايش ميa(t)دهد كه آنرا

مي سرعت لحظه كه متحرك در جهت مثبت خط حركت كند يا در جهت منفي تواند مثبت يا منفي باشد برحسب ايناي متحرك

.اي صفر باشد متحرك در حال سكون است آن. اگر سرعت لحظه

يك ذره:مثال� مياي روي آن خط مستقيم حركت 3كند كه قانون حركت 21 5 6 10
3 2

s t t t= − + در ذره است، تعيين كنيد+

و در چه بازه چه بازه ميي زماني در جهت مثبت خط هماي در جهت منفي خط حركت ي تغيير جهت ذره چنين لحظه كند،

را تعيين كنيد.

3 2 21 5 6 10 5 6
3 2

s f (t) t t t f (t) t t′= = − + + ⇒ = − +  سرعت

2 2 3
5 6 3 2

t
t t (t )(t ) v− + = ⇒ − − =

+ − +
� � � �  

2tپس اگر 3tيا> و اگر،< 2ذره در جهت مثبت خط 3t< مي،> 2tكند به ازاي ذره در جهت منفي خط حركت و=

3t صف سرعت لحظه= و ذره در اين دو لحظه در حال سكون استاي 2tي بنابراين در لحظه،ر است 3tو= ذره=

 دهد. تغيير جهت مي

جهت مثبت خط جهت منفي خط

�


