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 شیبش با شیب آن نقطه از منحنی برابر است . ، خطی است که در نقطه ی تماس با منحنیخط مماس بر منحنی: 

 می دانیم که هر نقطه از منحنی دارای شیب منحصر به فرد است و نقاط مختلف یک خط دارای شیب برابر . تذکر: 

                  که در شکل مقابل  f خط مماس بر نمودار تابع  می خواهیم شیب چگونگی تعیین شیب خط مماس بر یک نقطه از منحنی:

                 

   F(a + ∆x)
xآمده را در نقطه ی  = a   مودار نبه دست آوریم ابتدا خطی بر

xچنان رسم می کنیم که نمودار را در دو نقطه ی = a  و   

x = a + ∆x   قطع کند اگر∆x → ، نقطه دوم خط واصل به  0

نقطه اول به حرکت در آمده تا جایی که در یک مفهوم سمت 

می رسد . از طرفی می دانیم که شیب هر  aحدی به نقطه ی 

 هاست پس :  xها به اختلاف  yخط برابر نسبت اختلاف 

 

            f(a) 
 
 

 

                         a                       a + ∆x  

 

(x = a در fشیب خط مماس بر  ) =  lim
∆x→0

f(a + ∆x) − f(a)

∆x
 

حد فوق یک حد مبهم از نوع 
0

0
در f ' می باشد و اگر این حد قابل رفع ابهام و برابر مقداری مشخص شود برابر با شیب خط مماس بر نمودار 

xنقطه ی  = a   . خواهد بود 

limدر بسیاری از مسائل به عبارت تعریف مشتق : 
∆x→0

f(a+∆x)−f(a)

∆x
 f ′(a)ر می خوریم ، به همین دلیل برای آن نام مشتق را برگزیدن و با ب 

 نشان می دهند . 

f ′(a) = lim
∆x→0

f(a + ∆x) − f(a)

∆x
 

 با توجه به موارد فوق همواره مشتق تابع در هر نقطه همان شیب خط مماس بر تابع در آن نقطه است و بر عکس . تذکر : 

aه جای اگر در فرمول مشتق بتذکر :  + ∆x  ،x  . قرار دهیم ، فرمول مشتق به صورت زیر در خواهد آمد 

f ′(a) = lim
x→a

f(x) − f(a)

x − a
 

وجود داشته باشد آنگاه تابع در آن نقطه مشتق پذیر و مماس پذیر خواهد بود و اگر حاصل حد  fاگر حد فوق در هر نقطه از دامنه نکته : 

 ده و فقط مماس پذیر خواهد بود که به آن خط مماس قائم گویند .شود دیگر مشتق پذیر نبو ∞±فوق 

xدر نقطه ی   fشرط مشتق پذیری تابع تذکر :  = a  ًدر همسایگی نقطه ی  آن است که اولاa  ًدر آن نقطه پیوسته  تعریف شده باشد و ثانیا

 باشد .

xدر نقطه ی  fمشتق تابع  تست( = 12limبه صورت 2
h→0

2(2+h)
2  
  +k(2+h)−2k−8

h
 (81_سراسری ریاضیکدام است؟ ) kبیان شده است ،   = 

1) 2                            2   )3                                  3  )4                                         4 )6        

  3گزینه ی حل( 

?= lim
h→0

2(4+ 4h + h2) + 2k + kh − 2k − 8

h
= lim
h→0

h(8 + 2h + k)

h
= 8+ k = 12  ⇒ k = 4 

 مشتق پذیر باشد آنگاه :  aدر نقطه ی  fاگر نکته : 

lim
h→0

f(a + mh) − f(a + nh)

h
= (m − n). f ′(a) 

limحد چپ عبارت  مشتق چپ و راست :
x→a

f(x)−f(a)

x−a
مشتق و حد راست آن برابر  aدر نقطه ی  fدر صورت وجود برابر مشتق چپ تابع   

 راست می باشد .

f−
′ (a) = lim

x→a−

f(x)−f(a)

x−a
+fو           

′ (a) = lim
x→a+

f(x)−f(a)

x−a
       

+f: باشد ، در صورتی مشتق پذیر است که  fیک نقطه ی درونی از دامنه  aاگر نقطه ی  تذکر :
′ (a) =   f−

′ (a)   
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+fبرابر  a در نقطه ی fتابع شیب نیم مماس راست تذکر : 
′ (a)  و شیب نیم مماس چپ برابرf−

′ (a)  . است 

xمشتق پذیر بود و در  (a,b)مشتق پذیرگوییم ، هرگاه در بازه ی  [a,b]را در بازه  fتابع  نکته : = a ردارای مشتق راست و د x = b 

 دارای مشتق چپ باشد . 

f(x)اگر تست :  = x[2x + +f، مقدار  [1
′ (1) − f−′  ( 88 _کدام است ؟ )سراسری ریاضی   (1)

 ( صفر     4                                          1( 3                                 2(  2                              3 (1

 پاسخ صحیح در گزینه ها نیست .حل :   

xرا در نقطه  fاست.پس ابتدا باید پیوستگی تابع  می دانیم که شرط لازم برای مشتق پذیر ، پیوستگی =  کنترل کنیم . 1

lim
x→1

− f(x) = lim
x→1

− x ([2 (1
−
) + 1]) = limو  2

x→1
+
f(x) = lim

x→1
+
x ([2 (1

+
) + 1]) = 3  

f       ملاحظه می شود که تابع فقط پیوستگی راست دارد پس فقط می تواند مشتق راست داشته باشد  (1) = (1) [2 (1) + 1] = 3 

 برقرار است.اگر تابع در یک نقطه دارای مشتق باشد آنگاه هر سه مورد زیر نکته : 

 . ابرندربمشتق چپ و راست تابع در آن نقطه هر دو موجود و با هم  (1

 تابع در آن نقطه پیوسته است . (2

 و راست هر دو موجود و با هم برابرند( چون تابع در آن نقطه پیوسته است پس در آن نقطه دارای حد است )حد چپ (3

′Dfگویند. }نقاط مشتق ناپذیر{   fخود یک تابع بوده و به آن تابع مشتق  (f'(x)یعنی ) fمشتق تابع  تابع مشتق : = Df− 

ی ق آن را به صورت عمومبا توجه به اینکه هر تابع ، تابع مشتق نیز دارد پس می توان برای هر نوع تابع ، تابع مشت فرمول های مشتق :

f(x)   (1به دست آورد .  =  K    , K ϵ R    ⇒ f ′(x) = 0                                                                                      

(2    f( x)    = aun  ⇒ f ′(x) = an. u′. un−1  

(3    f(x)    =        sin u ⇒ f ′(x) = u′. cos u   

4)  f(x)     =    cos u ⇒ f ′(x) =  −u′. sin u   

5)  f(x) = tanu ⇒ f ′(x) = u′ (1 + tan2u) , u ≠ Kπ +
π

2
   

6)  f(x) = cot u ⇒ f ′(x) = −u′ (1+ cot2u) , u ≠ Kπ   

7)  f(x) = sin−1u ⇒ f ′(x) =
u′

√1−u2
 , −1 < u < 1   

8)  f(x) = cos−1u ⇒ f ′(x) =
−u′

√1−u2
 , −1 < u < 1   

9)  f(x) = tan−1u ⇒ f′(x)
u′

1+u2
   

18)f(x) = cot−1u ⇒ f′(x)
−u′

1+u2
   

11)f(x) = |u| ⇒ f ′(x) = {   u
′        u > 0

−u′      u <  0
   

12)f(x) = [u] ⇒ f ′(x) =   فقط در نقاط داشتن پذیر 0

13)f(x) = √un  
m

⇒  ⇒ f ′(x) =
nu′

m √um−n
m   

14)f(x) = ax ⇒ f ′(x) = u′. au. ln a 

15)f(x) = eu ⇒ f ′(x) = u′. eu 

16)f(x) = logau ⇒ f ′(x) =
u′

u. ln a
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17)f(x) = lnu ⇒ f ′(x) =
u′

u
  

 یک عدد ثابت باشد آنگاه :  cپذیر باشند و  مشتق aدر نقطه  f و g قضایای مشتق : هرگاه توابع 

1)(f ± g)′(a) = f′(a) ± g′(a) 

2)(f. g)′(a) = f ′(a). g(a) + f(a). g′(a) 

3)(cf)′(a) = c. f′(a) 

4)(f g⁄ )
′
(a) =

f′(a).g(a)−f(a).g′(a)

g
2
(a)

g(a) و  ≠ 0  

fتابعی پیوسته و  f اگرتست (  (1) = fو  4 ′ (1) = باشد ، آنگاه مشتق  8
1

f(x)
xدر   =  (77_کدام است ؟ )سراسری ریاضی  1

1) 2                                2   )− 
1

2
                                3  )

1

2
                                     4 )−2        

  2گزینه حل ( 

y =
1

f(x)
⇒ y′ =

−f ′(x)

f 2(x)
⇒ y′ (1) =

−f ′(1)

f 2 (1)
=
−8

(4)2
=
−1

2
 

f(x)اگر تست (  = (x − 2) √x2
3

lim، حاصل  
∆x→0

f (−1+∆x)−f (−1)

∆x
 (84 _خارج  _کدام است ؟ )سراسری تجربی  

1) 2                                   2   )3                                    3  )
2

3
                                         4 )

4

3
        

  2گزینه  حل (

lim
∆x→0

f (−1 + ∆x) − f(−1)

∆x
= f ′ (−1) , f ′(x) = (x − 2)

′
. √x2 

3

+ (x − 2) (√x2 

3

)′ 

⇒ f ′(x) = √x2 

3

+ (x − 2)
2

3√x
3
⇒ f ′ (−1) = √(−1)2

3

+ (−1 − 2) .
2

3√−1
3

= 1+ 2 = 3 

ل ده از دانش ریاضی پایه به حجم کمتری تبدیدر بسیاری از مسائل محاسبه مشتق ، اگر حجم تابع بزرگ بود می توان آن را با استفانکته : 

 کرد و سپس از آن مشتق گرفت . 

sin(xمقدار مشتق عبارت تست(  +
3π

4
) cos( x −

π

4
) + cos( x +

3π

4
) sin( x −

π

4
x در ( =

π

12
 (72 _کدام است ؟)سراسری تجربی  

1) 2-                                 2   )1-                                  3  )1                                         4)2      

  2گزینه  حل (

?= sin(x +
3π

4
+ x −

π

4
) =sin(2x +

π

2
) = cos (2x) ⇒ f(x) = cos (2x) 

⇒ f ′(x) = −2sin2x ⇒ f ′ (
π

12
) = −2sin

π

6
= −1 
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در محاسبه مشتق توابع قدر مطلقینکته : 

1) اگر نقطه ی مورد نظر ریشه قدر مطلق نباشد ، با توجه به علامت عبارت داخل  مطلق قدر 

               .    در همسایگی آن نقطه ، قدر مطلق را حذف می کنیم و سپس مشتق میگیریم

f(x) = |2x − 2|
      
⇒ f ′ (5) =?    f(x)

x→5
= 2x − 2

      
⇒ f ′(x) = 2

      
⇒ f ′ (5) = 2

2) اگر نقطه مورد نظر ریشه قدر مطلق باشد ، مشتق پذیری در آن نقطه باید بررسی شود ، 

اگر مشتق پذیر باشد آنگاه مشتقش حتماً  برابر صفر است.                                    }
 
 
 
 

 
 
 
 

 

y)از آنجایی که تابع جزء صحیح نکته :  = [f(x)])   مشتق پذیر است همواره از پاره خط های افقی تشکیل شده پس در نقاطی که

 مشتق آن برابر صفر بوده و در مسائل باید به جای آن عدد مناسب قرار دهیم . 

f(x)در تابع با ضابطه ی  تست ( = |5− x√x|  مقدارf ′ (1) + f ′  (72_کدام است ؟ )سراسری ریاضی  (4)

 ( 2صفر                                  (1
1

2
                                    3  )  )

3

2
                                            4)3    

  3گزینه حل :   

x = در 1 ⇒ f(x) = 5− x√x ⇒ f ′(x) = −
3

2
 √x ⇒ f ′ (1) = −

3

2
 

x = در 4 ⇒ f(x) = x√x − 5 ⇒ f ′(x) =
3

2
 √x ⇒ f ′ (4) = 3 

f ′ (1) + f ′ (4) = −
3

2
+ 3 =

3

2
 

f(x) مشتق راست تابع با ضابطه ی تست ( = ([x] − |x|)√9x
3

x، در نقطه ی   =  ( 93_کدام است ؟ )سراسری ریاضی  3−

1)−
16

3
                                      2 )−5                                     3  )  )−4                                          4)

7

3
    

  2گزینه ی  حل (

         
⇒  {

[−3
+
] = −3

         
⇒  f(x) = (−3+ x)√9x

3

  

   |x| = −x                                                           

 -3در همسایگی راست

f+
′ (x) = √9x

3

+
3(−3 + x)

√81x2
3

        
⇒ f+

′ (−3) = √−27
3

+
−18

√729
3

= −3− 2 = −5 

h(x)اگر داشته باشیمنکته :  = f(x). g(x)  وf  درx = a  مشتق پذیر باشد وf(a) = xدر نقطه ی  gو تابع  0 = a پیوسته باشد آنگاه: 

h′(a) = f ′(a). g(a) 
حالت کلی تر  ⇒ h′(a) = f ′(a). lim

x→a
g(x) 

f(x)اگر مثلاً:  =
tan

−1
x

ex
fباشد برای محاسبه    به صورت زیر عمل می کنیم : (0)′

f ′(0) = (tan−1(0))
′

.
1

e0
=

1

1+ (0)2
.
1

1
⇒ 1 

fزوج)فرد( باشد آنگاه  fاگر نکته :   تابعی فرد )زوج( خواهد بود .  ′
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در آن نقطه  با مشتق تابع aاس بر منحنی در نقطه می دانیم که شیب خط مم:  aدر نقطه  𝐟معادله ی خط مماس و قائم بر منحنی 

 بر معکوس و قرینه مشتق در آن نقطه است پس : برابر و شیب خط قائم در آن نقطه برا

معادله خط مماس ⇒ y− f(a) = f ′(a)(x − a) 

معادله خط قائم ⇒ y − f(a) =
−1

f ′(a)
 (x − a) 

y( ، بر منحنی پیوسته -1و 3( و )1و2خط گذرا بر دو نقطه ی )تست (  = f(x)  در نقطه یx = مماس است . حد عبارت  3
f
2(x)+4f(x)−5

3−x
  

xوقتی  →  (92 _خارج  _کدام است؟)سراسری ریاضی  3

1) 2                                   2  )3                                  3  )4                                          4) 5 

  2گزینه حل( 

m =
2− 3

1+ 1
=
−1

2
f و   ′ (3) = m ⇒ f ′ (3) = −

1

2
 

xاید خط معادله مماس را بنویسیم تا با قرار دادن پس بچند است  f(3)چون نمی دانیم  = ⇒به دست آوریم  f(3) در آن 3 lim
x→3

f
2(x)+4f(x)−5

3−x
 

y − 3 = −
1

2
(x + 1) ⇒ y = −

1

2
 x +

5

2
⇒ y(3) = −

1

2
(3) +

5

2
= 1 ⇒ f (3) = 1 

           
⇒   lim
x→3

f 2(x) + 4f(x) − 5

3− x
=
0

0
 
   HOP    
⇒      lim

x→3

2f(x). f ′(x) + 4f ′(x)

−1
  = 3 

fاگر نکته :  ′(a) = yها )به صورت  xشود آنگاه خط مماس موازی محور 0 = b و خط قائم موازی محور ) y  ها )به صورتx = c و )

fاگر  ′(a) = x)به صورت ها  yشود آنگاه خط مماس موازی محور  ∞± = c)  و خط قائم موازی محورx  به صورت ها(y = b)  در

 هد آمد . خوا

,x1)اگر خط مماس )قائم( از نقطه  نکته : y1)  خارج از منحنی fبر نقطه(f(a)و a)  که نقطه ایست نامعلوم( رسم شود باز هم از معادله(

را  y1 وx1 به ترتیب yو   xدر معادله ی مذکور به جای   (a وf(a)) خط مماس )قائم( آمده در فوق استفاده می کنیم و برای تعیین نقطه

 قرار می دهیم .

,A(0از نقطه یتست(  yدو خط مماس عمود بر هم بر منحنی به معادله ی(∝ =
1

2
 x2 +   (98_کدام است؟)سراسری ریاضی αرسم شده است   3

1)
3

2
                                      2  )2                                     3  )

9

4
                                            4)

5 

2
  

  4گزینه حل ( 

, a) برf مماس شود f(a))فرض می کنیم در نقطه ⇒ y− f(a) = f′(a)(x − a) ⇒∝ −
1

2
 a

2 − 3 = a(0 − a)⇒ 
1

2
a2+∝ −3 = 0 

چون دو خط مماس بر هم عمودند ⇒ 
c

a
= −1 ⇒ 

∝ −3

1

2

= −1   ⇒∝=
5 

2
 

x در نقطه ی برخوردشان )مثلا در نقطه gو fمنحنی  وزاویه ی بین ده بین دو منحنی : زاوی = a)  برابر زاویه بین مماس های هر کدام

 از آن ها در آن نقطه است.
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tan−1 =∝ زاویه بین 2 منحنی |
f ′(a) − g′(a)

1+ f ′(a). g′(a)
|  

 برابر است با :  خط و fآنگاه زاویه ی بین منحنی  خورد کندبر mبا خطی به شیب  aدر نقطه  fاگر منحنی  نکته :

β = tan−1 |
f ′(a) −m

1 + f ′(a).m
| 

mها کافی است در رابطه فوق  x با محور f برای تعیین زاویه ی نکته : = شود آنگاه زاویه  β1 ها برابر xبا محور  fقرار دهیم . اگر زاویه  0

β2ها برابر yبین آن با محور  =
π

2
− β1  . است 

مماس باشند باید : aدر نقطه  gو  fبرای آنکه دو منحنی تماس دو منحنی در یک نقطه : 
 f(a) = g(a)   (1

 f ′(a) = g′(a)   (2
} 

f(x)اگر معادله حاصل از  نکته : = g(x)  به دست آمد آنگاه برای آنکه  2در تماس دو منحنی به صورت یک عبارت درجهg و f  مماس بر
=∆یکدیگر باشند باید معادله درجه دوم دارای   باشد . 0

g(x)تابع با ضابطه های 2نمودار های aبه ازای کدام مقدار  تست ( = ax2 + 4x  و f(x) = x2 +  (91_)سراسری ریاضیبر هم مماس اند؟ 1

1)4-                                  2  )3-                                3 ) 2-                                       4)1-  

 2گزینه حل (  

f(x) = g(x) ⇒ x2 + 1 = ax2 + 4x ⇒ (a − 1) x2 + 4x − 1 = 0  
              
 درجه 2 شد     →

⇒ ∆= 0 ⇒ (4
2
) − 4 (a − 1) (−1) = 0 ⇒ 16 + 4a − 4 = 0 ⇒ a = −3 

,  n ϵ)در توابع به صورت نکته :  g(a) ≠ 0) f(x) = (x − a)n. g(x)   اگرn ≥ xدر نقطه  fابع تباشد  2 = a   بر محورx  ها مماس

 خواهد شد .

f(x)ماس دو منحنی اگر معادله حاصل ازدر ت نکته : = g(x) آوریم له حاصل را به دست می شد ، ریشه های مشتق معاد 2بزرگتر از درجه

 تابع خواهد بود . 2هر کدام که در خود معادله صدق کرد نقطه تماس این 

yمنحنی به معادله ی  k به ازای کدام مقدار تست ( =
2x+k

x
2
+2

yبر خط به معادله ی   = x −  (76-مماس است ؟ )سراسری ریاضی  3

   18و  6(4                             18و  -6(  3                          -18و  6(  2                            -18و  -6(1

 1گزینه حل ( 

f(x) = g(x) ⇒
2x + k

x2 + 2
= x − 3 ⇒ x3 − 3x2 − (k + 6) = 0

          
2، پس باید ریشه های مشتق را کنترل کنیم   →    بزرگتر از درجه 

⇒ 3x2 − 6x = 0 ⇒ 3x (x − 2) = 0 ⇒ {
x = 0 ⇒ 03 − 3(0)2 − k − 6 = 0 ⇒ k = −6

x = 2 ⇒ (2)3 − 3 (2)
2
− k − 6 = 0 ⇒ k = −18

 

 نقاط مشتق پذیر :

 ابع موجود باشد .: در این حالت ممکن است مشتق راست یا چپ ت نقاط ناپیوسته(1
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yتابع  نکته : = [f(x)]   در نقاطی کهf(x) ∊ همچنین در . باشد  fتابع باشد ناپیوسته است و مشتق ناپذیر مگر اینکه مینیمم نسبی  

 صعودی ) نزولی( باشد تابع مشتق راست )چپ( دارد.  f(x)نقاط صحیحی که 

نباشد چون شرط صحبت از پیوستگی وجود ندارد شرط صحبت از مشتق پذیری هم وجود نخواهد  در نقطه ای که در دامنه تابعتذکر : 

 داشت . 

به نقطه ای که مشتق چپ و راست تابع در آن نقطه برابر نباشند نقطه گوشه گویند یکی از این مشتق ها می گوشه )زاویه دار( :  نقاط(2

 شود .   ∞±تواند برابر 
       f−

′ (a)        f+
′ (a)                                                                         f+

′ (a) = ∞             
 

                                                                                f+
′ (a) 

 
      

                                                                                                                                                            

yدر تابع نکته :  = |f(x)|  اگر ریشه هایf(x) = ریشه ساده باشند ، تابع در آن نقطه به صورت گوشه خواهد بود و مشتق ناپذیر  0

f(x) است و اگر ریشه های =  به صورت ریشه مکرر باشند تابع در آن نقاط مشتق پذیر است و مشتق آن برابر صفر است.  0

       
⇒ f(x) = | (x − 1) (x − 2)

2
(x − 3)

3
|
               
→    {

x = 1
      
ریشه ساده  →

       
مشتق ناپذیر ⇒

x = 2,3
      
ریشه مکرر →

       
 مشتق پذیر ⇒

 مثلاً 

 گوشه مشتق چپ و راست با یکدیگر زاویه می سازند و مقدار این زاویه برابر است با :در نقاط  نکته :

𝛂 = tan−1 |
f+
′ (a) − f−

′ (a)

1+ f+
′ (a). f−

′ (a)
| 

 

xهرگاه مشتق تابع در نقطه نقاط مشتق ناپذیر مماس پذیر : (3 = a ط نقطه مشتق ناپذیر است ولی خ نشود تابع در آ ∞±برابر با

x = a  . مماس قائم تابع در آن نقطه است 

             ±∞ 
                                                                          +∞          − ∞   

  

 
 

و دیگری  ∞+شود به آن نقطه عطف قائم اگر یکی  ∞−یا   ∞+اگر در نقاط مماس پذیر شیب هر دو مماس چپ و راست  : نکته

 . شود به آن نقطه بازگشت گویند ∞−

                                             ±∞                                         + ∞                                            − ∞ 

 

 

                   ±∞ 

                                                                                                                     +∞                                               − ∞          

               بازگشتنقطه عطف قائم                                                                      نقطه                                

yنمودار نکته: = √a − x2  کهa>0  نیم دایره ای است به شعاع√a  و به مرکز مبدأ مختصات و در نقاطx=±√a  مشتق ناپذیر بوده و

  مماس قائم دارد .
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yدر توابع رادیکالی نکته: = √(x − a)n
m  کهm  فرد وm>n  است

x بازگشتی است. = a زوج باشد تابع در n (1

xعطف قائم است. = a فرد باشد تابع در n (2 
} 

f(x)نمودار تابع با ضابطه ی تست ( = (−1)[x]. cos
πx

2
 (82خارج _ )سراسری ریاضیارای چند نقطه ی زاویه دار است؟د[4 و0]ه روی باز 

1)1                                     2 ) 2                                     3 ) 3                                            4) 4   

 2گزینه حل( 

 

x نقاطدر  =  مشتق ناپذیر  1,2,3,4

x ولی در نقاط = گوشه است و    1,3

xدر نقاط  =  ناپیوسته است .     2,4

                                                                      

 

 

 

                                   1   

 
 تابع را رسم می کنیم.
→          

 4      3     2       1 

                                  −1 

          
 

  0 ≤ x < 1
   
⇒f(x) = cos

𝜋x

2
 

 1 ≤ x < 2
   
⇒f(x) = −cos

𝜋x

2
 

 2 ≤ x < 3
   
⇒f(x) = cos

𝜋x

2
 

 3 ≤ x < 4
   
⇒f(x) = −cos

𝜋x

2
 

 x = 4
   
⇒f(x) = 1

f(x)تابع با ضابطه ی  رزاویه ی بین مماس های چپ و راست ، نمودا θاگر تست( = [x +
1

2
] x + x2  در نقطه ی ،x =

1

2
 tan θباشد، 

 (94_؟)سراسری ریاضی کدام است

1) 
1

4
                               2  )

1

3
                                     3  )

2

3
                                            4 )

3

4
   

پیوسته پاسخ در گزینه ها نیست . چون زاویه بین مماس چپ و راست در نقاط گوشه )زاویه دار( رخ می دهد و نقاط گوشه نقاطی حل( 

xاند در حالی که این تابع در  =
1

2
 انند با هم زاویه بسازند .پیوسته نیست در نتیجه مماسهای چپ و راست نمی تو 

, a]روی بازه  xنسبت به  fبه تغییرات تابع  آهنگ متوسط تغییر : a + ∆x] . آهنگ متوسط تغییر گویند 
f(a + ∆x) − f(a)

∆x
 

xدر لحظه ی  xنسبت به  fبه تغیرات تابع آهنگ آنی )لحظه ای( تغییر :  = a . آهنگ لحظه ای تغییر می گویند 

lim
∆x→0

f(a + ∆x) − f(a)

∆x
= f ′(a) 

xدر نقطه ی  fآهنگ آنی تغییرات تذکر :  = a  برابرf ′ (a) .است 

f(x)در تابع با ضابطه ی  تست( =
x

x−1
x1 آهنگ متوسط از  = x1 تا2 = کدام است؟)سراسری  ∝. است∝=xبرابر آهنگ لحظه ای آن در 5

 (98_خارج _تجربی

1)2/5                                2  )1+√3                                    3  )3                                  4) 4   

  3گزینه حل( 

f(5) − f(2)

5− 2
= f ′(∝) ⇒ 

5

4
− 2

3
= 
(∝ −1)−∝

(∝ −1)2
⇒ −

1

4
=

−1

(∝ −1)
2
⇒ {
∝= −1

∝ = 3
 

بیشتر محصول  واحد به ازای تولید یک cکالایی فرض کنیم تغییرات را تابع هزینه تولید  c(x)اگر تابع آهنگ تغییر در علم اقتصاد :  

c(x تقریبا برابر آهنگ تغییر آنی هزینه می شود که آن را در علم اقتصاد هزینه نهایی می نامند یعنی : + 1) − c(x) ≈ c′(x) 
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c(x) کتاب حسابان به صورت xاگر هزینه چاپ تعداد تست (  = 888888 + 158x + 75888√x
3

 اُمین  1881ینه چاپباشد هز 

 (86_کتاب برابر کدام است؟ )سراسری ریاضی 

1)358                             2  )375                            3  )488                              4) 425   

 3گزینه حل ( 

c′(x) = 158 +
75888

3√x2
3

⇒ c′ (1888) = 158+
25888

√1888
23
= 488 

مشتق پذیر است  xدر نقطه  fogمشتق پذیر باشند، آنگاه تابع مرکب  g(x)در نقطه  fو تابع  xدر نقطه  gاگر تابع  مشتق توابع مرکب :

 و مشتق آن برابر است با :

(fog)′(x) = g′(x). f ′(g(x))       و      y = f(u) ⇒ y′ = u′. f′(u) 

dyبرابر  u نسبت به yآهنگ تغییر قاعده زنجیری : 

du
duبرابر  xنسبت به  uو آهنگ تغییر  

dx
برابر  xنسبت به  yاست ، آنگاه آهنگ تغییر  

 است با : 
dy

dx
=
dy

du
×
du

dx
 

g(x)اگر  تست (  =
1

4
√5x − f(x)و  9 = sin2𝜋x،  مشتق تابع fog  به ازایx=2  (91_کدام است ؟ )سراسری ریاضی 

1)
3

4
                                      2  )

5

8
                                      3  )

3

4
𝜋                                      4) 

5

8
𝜋   

 4گزینه حل ( 

(fog)′(x) = g′(x). f ′(g(x))   , g′(x) =
1

4
×

5

2 √ 5x − 9
⇒ g′(2) =

5

8
 

f ′(x) = 2π cos𝜋x . sin𝜋x ⇒   f ′ (g (2)) = f ′ (
1

4
) = 2π . cos

𝜋

4
 . sin

𝜋

4
= 𝜋  

⇒ (fog)′(2) = g′(2). f ′ (g(2)) =
5

8
  . 𝜋 =

5π

8
 

limاگر  مشتق مرتبه های بالاتر : 
x→a

f′(x)−f′(a)

x−a
f گویند و برابر است با fموجود باشد به آن مشتق مرتبه دوم تابع   ′′ (a)  همین ترتیب و به

lim
x→a

f
(n−1)

(x)−f
(n−1)

(a)

x−a
fگویند و به صورت  fام تابع  nموجود باشد به آن مشتق مرتبه   (n)(a)  . نمایش می دهند 

ظر به ندر توابعی که شامل قدر مطلق و جزء صحیح هستند برای تعیین مشتقات مراتب بالاتر ابتدا باید با توجه به همسایگی مورد نکته : 

 جای آن ها عبارت مناسب قرار داد و سپس عمل کرد . 

yام توابع چند جمله به صورت  mمشتق مرتبه نکته :  = (ax + b)n   : برابر است با 

y(m) =
a × n!

(n − m)!
 . xn−m 

y1     ام توابع  nمشتق نکته :  = a sin bx  و     y2 = a cos bx: به صورت زیر می باشد 

          y
2
(n)
= a. (b)n. cos (bx +

nπ

2
yو         (

1
(n)
= a(𝑏)n. sin (bx +

nπ

2
) 

yام تابع  nمشتق نکته :  =
1

x−a
y(n)به صورت   =

(−1)n.n!

(x−a)
n+1

 می باشد .
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fاگر  تست (  ′(0) = g(0) = f(x)و  1 = x + 1+ (g(x))5  مقدار ،f  ( 91خارج  _سی ریاضی برابر است با : )سرا (0) ′′

1)4g′′(0)                    2  )5g′′(0)                    3  )4g′′(0) + 28                       4 )5g′′(0) + 28  

 2گزینه حل(

f ′(x) = 1 + 0 + 5g′(x). g4(x) ⇒ f ′(0) = 1+ 5g′(0). g4(0) ⇒ 1 = 1+ 5g′(0) ⇒ g′(0) = 0 

f"(x)=5g"(x).g4(x)+28(g'(x))2.g3(x)⇒f"(0)=5g"(0).g4(0)+2(g'(0))2.g3(0)⇒f"(0)=5g"(0) 

g′(a)مرتبه مشتق که همه ی آنها برابر صفر هستند ) یعنی  nدارای   aدر gپیوسته و  aدر  fاگر تابع نکته: = g"(a) = ⋯ =

g(n)(a) = h(x)( و داشته باشیم  0 = g(x). f(x) : آنگاه 

h(n)(a) = g(n)(a). f(a) 

f(x)مثلاً                                       = x3√x2 + 1
       
⇒ f (3)(0) = (x3)

′′′

(√x
2 + 1) = 3! √02 + 1 = 3! = 6 

در توابعی که ضابطه آنها به صورت صریح نیامده است به طور مستقیم از دو طرف معادله مشتق می گیریم و در مشتق گیری ضمنی:

dy داین رون

dx
= y′ و dx

dx
=  قرار می دهیم . ضمناً می توان از فرمول زیر نیز استفاده کرد : 1

yx
′ = −

f ′x

f ′y
 

y2مقدار مشتق منحنی تست(  + 2xy +3x2 − 5x=1  در نقطهx = y =  (73 _کدام است؟)سراسری تجربی  1

1)−2                                  2  )−
3

4
                                3  )   

1

2
                                4 )

4

3
      

  2گزینهحل( 

 
dy2

dx
+
d(2xy)

dx
+
d (3x2)

dx
+
d (−5x)

dx
+
d (−1)

dx
= 0 

       
⇒ 2yy′ + 2y + 2x. y′ + 6x − 5 + 0 = 0

       
⇒ (2y + 2x) . y′ = 5− 6x − 2y 

       
⇒ y′ =

5− 6x − 2y

2y + 2x
         

        𝑥=𝑦=1         
→                     y′ =

5 − 6 − 2

2+ 2
=
−3

4
 

 

fنیز در همه ی نقاط که  f−1تابعی مشتق پذیر باشد و مشتق آن یکنوا باشد در اینصورت مشتق تابع  fاگر مشتق تابع وارون:  موجود ′

fبوده و نابرابر صفر باشد وجود خواهد داشت . اگر  ′(a) ≠ ,a) و0 b) ∈ f : آنگاه 

 (f−1)′(b) =
1

f′(a)
 

fدر نقاطی که تذکر:  fوجود نداشته و یا  ′ ′ =  موجود نخواهد بود . ′(f−1)باشد  0

f(x)اگر  تست: =
x

√1+x2
)′(f−1)، آنگاه  

3

5
 (91_خارج _کدام است ؟ )سراسری ریاضی  (

1)
125

64
                                  2  )

32

25
                                3  )   

25

32
                                4 )

64

125
      

 1گزینه حل ( 

(
3

5
 , b)  ∈ f ′

     
⇒ f(b) =

3

5

     
⇒ b = 

3

4

     
⇒ (f

−1
)
′

( 
3

5
) =

1

f ′ (
3

4
)
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f ′(x) =

√1+ x2 −
2x

2√1 + x2
− x

1+ x2

       
⇒ f ′ (

3

4
) =

64

125

       
⇒  (f−1)

′

(
3

5
)=

125

64
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